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1 Introduction aux séries temporelles : définitions et
exemples

1.1 Définitions

> Une série temporelle (ou chronologique) est une suite formée d'observations régu-
lierement espacées au cours du temps.

> La définition mathématique adéquate pour I'étude de telles suites consiste a les
considérer comme une réalisation particuliere d'une famille de variables aléatoires
X = {Xt};c7 définies sur un espace de probabilité (€2, .4, P) ot Z est un ensemble
de dates discrétes équiréparties (généralement Z = N ou Z)

IxQ — R
(t7w) e Xt(w):ajt

On appelle trajectoire de X la courbe t — x4 pour t € T.



EXEMPLES :

Dans les sciences appliquées (climatologie, économie, finance, démographie,..), on
est souvent amené 3 distinguer deux types de variables :

- les variables de niveau ou d'état : une observation représente un état a un

moment donné (ex : prix, température,...),

- les variables de flux : une observation représente une ‘“variation” survenue
durant une période donnée (ex : consommation, rentabilité d'un actif,...).

La représentation graphique d'une série temporelle se fait sous forme d'un graphique
ol le temps est en abscisse et les valeurs de la variable en ordonnée. Les points sont
reliés par des segments de droite.
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L'objet ts (time series) est I'objet série temporelle du language R. Il y a cing arguments
principaux :

- 1 pour les données de la série : data ;

- 4 pour les dates : start (la date de départ), end (la date de fin), frequency
(la fréquence d'échantillonnage ou le nombre d’observations par unité de temps),
deltat (la période entre deux observations successives).

EXEMPLE :

> serietemp <- ts(data = rt(250, df = 10), start = 1, frequency = 1)
> plot(serietemp, ylim = c(-5,5), ylab = "", xlab = "", main =
"Réalisations de variables aléatoires iid de loi de Student a

10 degrés de liberté")



Réalisations de variables aléatoires iid
de loi de Student a 10 degreés de liberté




1.2 Problémes statistiques

> Description : décomposer la série (tendance, saisonnalité, bruit) pour isoler les
propriétés importantes de la série.

> Prévision : prévoir X7 a partir de I'observation de la série jusqu'a la date T
(h = horizon de prévision).

o> Filtrage : transformer la série de maniére 3 éliminer certaines caractéristiques (ex :
valeurs aberrantes).

> Traitement des données manquantes : estimer des valeurs perdues de la série.

> Detection de rupture : déterminer les instants ol les paramétres de la série se
modifient.

> Causalité : déterminer si une série 3 une influence instantanée ou décalée sur une
autre.

> ..



1.3 Modélisation et modéle classique de décomposition

Important : Un modéle est toujours une image simplifiée de la réalité. Un modéle
n'est pas meilleur qu'un autre tant que I'on n'a pas précisé un critére de comparaison.

Il est possible d'écrire une série temporelle comme étant une fonction déterministe
du temps t et d’'un aléa Y; de maniére a séparer ce qui reléve du prévisible et de
I'aléatoire

Xt = f(t7 Yt)
Cette représentation est cependant trop générale et présuppose que la fonction f est
connue, ce qui n'est pas le cas en général.



Dans le cadre de ce cours, on supposera qu'il est possible de décomposer la série en
trois termes :

Xe=mi+ S+

- my est une tendance déterministe,
- St est une saisonnalité déterministe,

- Y; est une variable/perturbation aléatoire qui représente la composante ("er-
reur") non systématique, de moyenne nulle, et qui, soit posséde une structure de
corrélation non nulle et stable dans le temps (série stationnaire au sens faible, voir
définition dans la section suivante), soit posséde une structure non-stable mais qui
peut &tre modélisé par un processus simple.

Il est souvent nécessaire d'effectuer une transformation sur les données initiales pour
obtenir une série pour laquelle la décomposition “apparait comme valide” (transfor-
mation par une fonction déterministe, différentiation,...).



La modélisation de la composante aléatoire est la partie la plus difficile, mais aussi
la plus intéressante. Elle consiste a trouver une représentation du type suivant

th = h(}/t—h c '7)/t*pa5t7 e 75t7q)

ou

- h est une fonction “simple” (généralement linéaire et/ou multiplicative)
- p et ¢ ne sont pas trop “grands” pour que h ne soit pas trop difficile a estimer,

- (e¢) est une série indépendante de (Y;) ou non-corrélée a (Y;) et qui ne
présente pas d'autocorrélation dans le temps, i.e. les variables aléatoires ne sont pas
corrélées entre elles (bruit blanc faible, voir définition dans la section suivante).



1.4 Processus stationnaires

Choisir un modeéle de séries temporelles, c'est fixer des hypothéses sur la loi jointe ou
simplement sur les moyennes et covariances (on parle de propriétés du second-ordre)
de la suite de variables (X¢).

Une série (X}) est stationnaire si ses propriétés probabilistes sont les mémes que
celles de la série (X ), pour tout entier h.

DEFINITION :
(X¢) est stationnaire au sens strict (ou fort) si

(X1, X2, ..., Xi) a méme loi que (X144, Xoqpy s Xpyn)
pour tout h et tout k > 1 tels que (h,k) € Z x I.



La stationarité au sens strict se conserve par transformation déterministe.

PROPOSITION :

Si (X¢) est un processus stationaire au sens strict alors pour toute fonction f : Rk —
R, le processus (Yz) defini par

1/'t = f(Xta ey Xt—k‘)

est aussi stationnaire au sens strict.

La stationnarité au sens stricte impose que les lois de tous les X; sont les mémes. Ceci
peut apparaitre comme trop contraignant (en prévision notamment), on lui préfére
alors la notion de stationnarité du second ordre (ou faible).

e L)
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DEFINITION :

Soit (X¢) telle que E[X?] < oo pour tout t. La fonction moyenne de (X;) est définie
par

px(t) = B[Xq].

La fonction covariance de (X¢) est définie par

vx(r,s) = Cov(Xy, Xs).

DEFINITION :
(X¢) est stationnaire au second-ordre si ( o #Wke)
(i) t — px(t) est independante de ¢,

(i) t — vx(t,t 4+ h) est independante de ¢, pour tout h.
—
= Y &
Y



DEFINITION :

Soit (X¢) une série stationnaire (au second ordre). La fonction d'autocovariance de
(X¢) est définie par

vx(h) = Cov(Xy, Xyyp),  h=0,%£1,42,...
La fonction d'autocorrélation de (X;) est définie par

vx(h)
vx(0)

px(h) = = Cor(Xy, X¢yp),  h=0,£1,£2,...

PROPRIETES : 20 '0’:( () = Va- (xt—)

/‘\
1. vx(0) >0, |yx(h)| < vx(0) pour tout h, yx(h) = vx(—h), pour tout h

2. px(0) =1, |px(h)| < 1 pour tout h et px(h) = %1 ssi il existe une relation
linéaire entre Xg et X}, px(h) = px(—h), pour tout h.



3. Les fonctions d'auto-covariance et d’autocorrélation sont semi-definie positives
dans le sens suivant : pour tout n € N, tous vecteurs a = (aq,...,an) de R™ et

t1, ..., tn) de I,
( 1 ) € (q:( )A,J(-:- ‘0:(1“_-_1‘)

n n
La, Tua> = 2 anvx(ti—t)a; =0 3 aipx(ti —tj)a; = 0.
i,j=1 t,j=1

On peut en déduire, en particulier, que p3,(1) < 1 et que (1—px(2))(1+px(2) —
2/)%((1)) >0.. ( ot domds ) %\\t,tw Y [y &ﬁ\m P‘mtw

o 4 CvoVnvee  am Cunva- g.mw
REMARQUES : Pe~ O‘d»M
ol Covenant dh fmdin Y).
1. Si (X¢) est stationnaire au sens strict et si E[X?] < oo, alors (X¢) est stationnaire
au second-ordre.

2. Si (X¢) est un processus Gaussien, i.e. si pour tout n € N et tout (¢1,...,tn) de
I" (X4, -+ Xty,) a une distribution Gaussienne, alors les notions de stationnarité au
sens strict et au second ordre coincident.



EXEMPLES DE PROCESSUS STATIONNAIRES :

DEFINITION D'UN BRUIT BLANC :

1. Un bruit blanc fort est une suite (g¢) de variables iid (indépendantes et équidistri-
buées), centrées et de variance o2 finie. On note (g¢) ~» BBF(0, o2).

2. Un bruit blanc (faible) est une suite (e¢) de variables centrées, de variances

constantes et non corrélées :
E[e¢] =0, Var(et) = o2, Couv(et,ep) = 0, pour t # t'.
On note (g¢) ~ BB(0, 02). Sa fonction d'autocovariance est donnée par

%, h=0,
ORI



Bruit Blanc Gaussien




(Howing avimg )

DEFINITION D'UN PROCESSUS MOYENNE MOBILE D'ORDRE 1 :

Un processus (X;) est une moyenne mobile d'ordre 1 (M A(1)) si
N———

Xt =m+et+ 0g4_1q, (e¢) ~ BB(0, 5?).

Ona
E[X]=m, Var(X;) = o1+ 62),
et
1 h=0
px(h) =< 6/(1+6%) h=+1.
0 |h| >1

( o w’/‘ﬂ\'o a0 0‘0)



Moyenne Mobile d'ordre 1

m=00=1 e ~N(0,1)




DEFINITION D'UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF D'ORDE 1 :

Un processus (X;) est un autoregressif d'ordre 1 (AR(1)) si ( Qu MW+)

Xt = X1 +et, (et) ~ BB(0,0?), o] <1,

et si ¢ est non-corrélé avec les X;_; pour ¢ > 0.

Ona
E[X]=0, B[X7]=0/(1-¢°),
et

px(h) = ol pour tout h.

(,Q STy DN N -u«,) M~
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EXEMPLES DE PROCESSUS NON-STATIONNAIRES :

DEFINITION D'UNE MARCHE ALEATOIRE :

Un processus (X;) est une marche aléatoire (sans tendance) si

t
X¢=Y e, (e) ~ BBF(0,07).
i=1

E[X]=0 e BE[X?]=tc

La variance dépend de t et donc Xy n'est pas stationnaire.

On parle de non-stationarité aléatoire.



Marche aléatoire

“EH'W“ et ~N(0,1) o el
€

Ldorien ¢ )
/A{A "“dw\/l«l-‘ (‘1—1%\/? ‘N mbs)



MODELE AVEC TENDANCE ET VARIANCE FONCTION DU TEMPS :

Un processus (X¢) est un processus avec tendance et variance fonction du temps si
Xy = mf(t) +(n(t>st, (e¢) ~ BBF(0,0?),

ou m et k sont deux fonctions déterministes dont |'une au moins n’est pas constante.

On a
B[X] =m(t) et  Var(X;) = o?r3(t)

et donc (X¢) n'est pas stationnaire.

On parle de non-stationarité déterministe.



Processus avec tendance et variance fonction du temps
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2 Trend et saisonnalités
)(\:= w_~+ g{,f \Ik

Dans cette section, on présente des méthodes statistiques pour estimer les compo-
santes déterministes m; et Sy et en déduire une approximation de la composante
aléatoire Y;z. On distingue deux grandes méthodes :

- les méthodes par régression qui consistent a ajuster un modele déterministe a

I'ensemble des données ou localement, CM*hoolb wwﬁbw,ub)

- les méthodes par moyennes mobiles qui consistent a utiliser des filtres pour

extraire chaque composante. (W”"haall, A - Pm 7‘"’)



2.1 Méthodes par régression

Ces méthodes consistent a effectuer une régression linéaire pour déterminer les deux
composantes déterministes dans la décomposition

Xt =my+ St + Yy, t=1,...,T.
- had

La méthode de Buys-Ballot généralisée consiste a spécifier les composantes détermi-
nistes comme une combinaison linaire de fonctions connues du temps, puis a effectuer
une régression linéaire ordinaire.

La méthode STL (Seasonal decomposition of Time series by Loess) consiste a spécifier
les composantes déterministes comme une combinaison linaire de fonctions simples
et connues du temps, puis a effectuer localement des régressions linéaires ordinaires.



> La méthode de Buys-Ballot généralisée

Chacune des composantes déterministes est écrite comme combinaison linéaire de
fonctions connues du temps :

SN0 S )
1
mp = bmy’  Si=3 ¢S
i=1 j=1
ou les b; et c; sont des constantes inconnues. On supposera que mgl) =1

EXEMPLES :
(2 _

1. Si I'on souhaite modéliser une tendance linéaire, on choisira k = 2 et my =1t
2. Si I'on souhaite modéliser une tendance quadratique, on choisira k = 3, mgz) =
et m§3) =12,

3. Si I'on souhaite modéliser une saisonalité d'ordre 4, on choisira | = 4 et ng) =

H{t:j mod 4}-
~NeSN—



Dans le cadre de cette section, on supposera que (Y;) ~» BB(0,02). Les résultats
se généralisent lorsque (Y;) est un processus linéaire (statlonnalre)

Pour que les coefficients soient identifiables (Enlate de la_décomposition ;) il est

nécessaire d'imposer la contrainte Y% G=1Cj = 0. On considérera donc plutét le
modéle suivant N 'l
k -l C=-2¢
_ Z bimgz) + Z chfF]) +Y; =
i=1 j=1

ou S't(j) :S,Ej)—St(l), pourj=1,...,01—1.

La méthode des MCO consiste a choisir comme estimateur de b et c les valeurs qui
rendent minimales le carré de la distance entre la série et sa partie déterministe

T -1 \?
S x me Zc-s§1>
t=1 j=1

f\/\/‘ A—



Appelons : m\!')

- X, m(l),..., m(k), 5'(1),..., S(=1) et Y les vecteurs de R” dont les composantes
sont X4, mgl),..., mgk), S‘gl),..., S't(l_l) et Yypourt=1,...,T,

-m et S les matrices dont les colonnes sont m(l),..., m(k), 5'(1),..., S’(l_l),
- b et € les vecteurs dont les composantes sont les b; (i = 1,...,k) et les ¢; (j =

1,..,0—1).

Les estimateurs des MCO b et & sont donnés par

[ m'm m'§ mx
“\ &m &3 Sx )

~e~e—

on o



PROPRIETES :

1. Les estimateurs sont sans biais

et de variance

b o m'm m
Var(6>_a (Slm &

2. Un estimateur sans biais de 2 est donné par

T 2
6’27 Zt:l i

T T —k—1+1
ob Vi = Xy — ok bm{? — 171 2,50,
1 .
vondve alod e



Les avantages de la méthode de Buys-Ballot généralisée sont :

- il est possible de projeter my et Sy au dela de T';

- les estimateurs sont convergents méme si (Y;) est un processus stationnaire faible
(mais les estimateurs ne sont plus optimaux).

Les inconvénients de la méthode de Buys-Ballot généralisée sont :

- la spécification manque de flexibilité (représentation linéaire et stable dans le

temps);

- si il y a une erreur dans la spécification de my et S, il y aura des erreurs dans les
estimations des coefficients et les projections ne seront pas pertinentes.

(\!\opﬁ‘oa‘km e €'enmn o L F\fﬁ\nc‘hmj



> La méthode STL (Seasonal decomposition of Time series by Loess)

Au lieu d’effectuer une régression linéaire sur I'ensemble des données, on effectue
plusieurs regressions au voisinage des points pour lesquels on souhaite avoir des
valeurs des composantes.

On utilise une fenétre qui peut &tre ajustée par I'utilisateur ou de maniére automa-
tique. Les observations ont d'autant plus de poids qu’elles sont proches du point ou
I'on souhaite faire I'estimation. On effectue ensuite une régression linéaire généralisée
avec prise en compte des poids.

Plus la fenétre est grande, plus le nombre de données est grand, donc plus I'estimateur
aura une petite variance mais un biais qui pourra étre élevé, et réciproquement.



o Sous @

Pour effectuer un régression linéaire, on utilise la fonction

Im(formula, data, subset, weights, na.action,
method = "qr", model = TRUE, x = FALSE, y = FALSE, qr = TRUE,
singular.ok = TRUE, contrasts = NULL, offset, ...)

Pour effectuer une décomposition suivant la méthode STL, on utilise la fonction

stl(x, s.window, s.degree = 0, t.window = NULL, t.degree = 1,

1l.window = nextodd(period), l.degree = t.degree,

s.jump = ceiling(s.window/10), t.jump = ceiling(t.window/10),
FALSE, ...)

1.jump = ceiling(l.window/10), robust



2.2 Méthodes par moyenne mobiles

Ces méthodes consistent a calculer des moyennes de quelques données de la série de
départ autour de chaque date.

En choisissant bien la transformation, on peut :
- annuler/conserver une tendance constante, linéaire, polyndmiale, géométrique,

- annuler/conserver les composantes saisonniéres.

Elles doivent également annuler ou tout du moins réduire fortement le terme d'erreur.



> Définition des moyennes mobiles (MM) :
La moyenne mobile d'ordre mq + my + 1 est définie par
MX: = G_let,ml + 0—m1+1Xt—m1+1 + ...+ 9W12Xt+m27 t ez,
ou les m sont des entiers positifs et les 6; des réels (dans la pratique, on ne calcule
M Xy que pour mq <t < T —my, ot T est le nombre d’observations disponibles).
PROPRIETES :
1. L'opérateur M est linéaire : pour deux nombres a, b et deux séries (X¢) et (V%)
M(aXy+bYy) = aM Xy + bMY;.
2. La composée de deux moyennes mobiles est une moyenne mobile : la composée
de M7 et My est la moyenne mobile M qui a X; fait correspondre
MXy = M1(M2Xy) = Ma(M1Xy). &

Cette opération est commutative, associative.



> MM symétriques

Lorsque my1 = myp = m, on parle de moyenne mobile centrée. Si de plus :
0; =0_;, pouri=1,....m,

la moyenne mobile est dite symétrique.

On utilisera la notation symbolique pour une moyenne mobile symétrique :

M = {[2m + 1]; [0—m, ..., 0]}

Si My et My sont centrées (resp. symétriques), My My est centrée (resp. symétrique).

En pratique, on construit des moyennes mobiles d’ordre élevé a partir de moyennes

mobiles d'ordres inférieurs (donc plus simples).

—_——




érie invarian r une moyenne mobi noyau d'une moyenne mobile
> Série invariante pa e moyenne mobile et noyau d

DEFINITIONS :
1. On dit que (X¢) est invariante par M si M Xy = X3, pour tout t.

2. Le noyau de M, KerM, est I'ensemble des séries temporelles annulées par cette
moyenne

KerM = {X;: MX; = 0}.



> Résolution d'une équation de récurrence linéaire
Une équation de récurrence linéaire a coefficients constants (sans second membre)
d'ordre p est une équation de la forme

agzn +1zp41 + .-+ apzptp =0
ol g # 0 et ap # 0.

Soit P le polynéme associé

P(z)=ap+ o1z + ...+ apz?.

Il admet p racines réelles ou complexes (conjuguées). On note p; les I racines et r;
leur multiplicité respective.



La solution générale de I'équation de récurrence est

l

7’7;71
=2 [ win”|u
s=

=1
ou les p constantes a;5, 0 < s < r; —1et 1l <4 <[, sont déterminées par les

valeurs initiales 2q, ..., 2p_1.

Les suites ts,ug, 0<s<r;—1letl <t <1 sont linéairement indépendantes et
forment une base de I'espace des solutions de |I'équation.



PROPOSITIONS :

. mo R
1. M conserve les constantes ssi Zj:—ml 0; =1.

2. Une moyenne mobile symétrique conservant les constantes conserve les polynémes
de degré 1.
3. Soit

P(x)=0_m; +0_my+12+ ... + szmm1+m2.

Si 1 est racine de P(z) — 2™1 de multiplicité d+ 1, alors M conserve les polynémes

de degré inférieur ou égal a d.
Bro

L\/\f}u, AN RV



> Effet d’'une moyenne mobile sur un bruit blanc faible

Soient (g¢) un bruit blanc faible de variance o2 et Me; = Z;n:z,ml 0jet44- On a

mp
E[Me;] = 0, Var(Me;) = o2 > 49? ::0%457
J=—my
Cov(Mey, Mey) # 0, pourt #t'.
La transformée d'un bruit blanc faible n'est pas un bruit blanc faible. Le rapport de
réduction de la variance du bruit

o2
JW& — Z ‘92
J=—my
doit é&tre choisi le plus petit possible tout en conservant certaines caractéristiques de
la série initiale.

L'utilisation d'une moyenne mobile sur un bruit blanc conduit a I'effet de Slutsky-
Yule, c'est-a-dire des oscillations réguliéres pouvant passer pour de la saisonnalité.
L'effet est négligeable si le rapport de réduction est petit.



> Moyennes mobiles arithmétiques

PROPOSITION :

La MM symétrique qui conserve les constantes et a le plus grand pouvoir de réduction
de la variance du bruit :

m m
min E 9]- sous la contrainte que E 0;=1
Jj=—m Jj=—m

est la série arithmétique M définie par

0; pourtout 5 =1,...,m.

Tom+1

On utilisera la notation symbolique M = {[2m + 1]}.

s s Wo‘zie a,\)r\,m,:{,-c)w .
e \
24 it @gf.‘md,mi 4, vemoml . lbwn



PROPRIETES DES MM ARITHMETIQUES :

1. M conserve les polynémes de degré 1 mais pas ceux de degré 2.
2. M annule les saisonnalités de période 2m + 1 : si S = Syiom41 pour tout ¢,
alors on a

1
MSt = m(sffm + S—m+1 + ...+ Sm)

est indépendant de t.
[

Par exemple : une saisonnalité due au jour de la semaine correspond a m = 3. Elle
disparait par application de la MM

1
MX; = ;(tha. + X0+ Xp 1+ X+ Xyp1 + X0 + Xi13).



> Comment annuler une saisonnalité d’ordre pair? +enk am Hegha.t n\aw;t\)w

Les moyennes mobiles M7 et My définies par

M X,

1
_(thm + therl + ...+ Xt+m71)
2m
1
MpX; = %(therl + oo+ Xppme1 + Xe4m)
annulent les saisonnalités d'ordre 2m.
Pour obtenir une moyenne mobile symétrique, on prend

1 1
MXy = (M1 Xi+MaXt) = —(0,5Xt—m+Xs my1++Xetm—110,5X14m)
2 2m

qui annule les saisonnalités d'ordre 2m.



> Lissage d’une série par MM

Lorsque les MM sont utilisées pour estimer la tendance déterministe, il peut étre
intéressant de réduire les aspérités (pics et creux) de la tendance.

On montre que MX; est d’autant plus [isse que la distribution des 6; I'est. On
examine donc I'évolution des 6; en fonction de 3. On utilise parfois le critére suivant
(3 minimiser) :

Q=>.(A3%0,)>=>(0; —30;—1 +30,_2 — 0;_3)*
7 7
qui est nul si les coefficients se trouvent sur une parabole.

EXEMPLE : Les moyennes d'Henderson sont obtenues en minimisant @) parmi toutes
les moyennes mobiles d'ordre 2m + 1 conservant les polyndmes de degré 2.
—_—

Pour les séries trimestrielles (période 4) on utilise Iatmoyenne d'Henderson a 5 termes :
[ l

9
M = {[s]; ﬁ[—}l, 84, 160]}

__\/\_/"

Imi)



> Les propriétés souhaitables des moyennes mobiles pour estimer une tendance dé-
terministe sont :

1. conservation d'une tendance : linéaire, polynémiale, ...
2. annulation d'une saisonnalité,

3. réduction de la variance du bruit,

4. lissage de la série,

5. simplicité des coefficients, ordre le plus petit possible.



EXEMPLE :

La moyenne de Spencer sur 15 points

1
M = {[15]; —[~3, —6, —5, 3,21, 46, 67, 74
{1181 55 1}

- conserve les polyndmes de degré inférieur a 3,

- annule les saisonnalités de périodes 4 et celles de période 5 (saisonnalités dont la
période n'est pas rigoureusement 4),

- a un pouvoir de réduction de 0,19,

- a un bon pouvoir de lissage.



> Principe du filtrage par moyenne mobile

Supposons que la série se décompose additivement en

Xt =my+ St + Yz, t=1,...

ol my est une tendance, Sy un facteur saisonnier et Y; une série stationnaire.

Si Mg est une MM conservant la tendance, annulant la saisonnalité et telle que la
série MoY; est de moyenne proche de 0, alors on pose

Py = MoXy. mv\&lﬂw w - ‘Bwn’Mn‘\A\W
b v,
On peut alors retrancher 3 X la tendance estimée

Xt — M()Xt = (Id — MO)Xt >~ St + Yt

IS L "\_~-

My



On applique ensuite une moyenne mobile M7 pour obtenir les coefficients saisonniers,
puis a nouveau (Id — My) pour s'assurer que la somme des coefficients saisonniers
est approximativement nulle.

D'otr I'estimateur g SY‘\'\/I;
~ NS
S = (Id - Mo)My(Id — Mo)Xs.  #hpTie m
porwtiym
La série corrigée des variations saisonniéres (CVS) est définie par My

X — 8.



EXEMPLE : Méthode de désaisonnalisation Census X11 (1965) pour une série trimes-
trielle (version simplifiée)

- Premiére estimation de la tendance : calcul d'une approximation de la tendance par
application d'une MM arithmétique annulant les saisonnalités d'ordre 4 :

1 N
Mo = {[sligl 2.2} i = Mo
- Premiére estimation de la série diminuée de sa tendance :
Xt —my = (Id — Mp)Xs.
- Premiére estimation de la saisonnalité : (Id — Mp)X; est mis en MM sur 5 ans par
1
My = {[17]; 5[1,0, 0,0,2,0,0,0,3]}. ¢

- On applique a nouveau (Id — My) pour annuler la somme des coefficients saison-
niers :

Si = (Id — Mo)My(I — Mo)Xy. )~



- Premiére estimation de la série CVS :
XEVS = x; - 8.

- Seconde estimation de la tendance : on lisse la série XtCVS_ On peut par exemple
lui appliquer une MM de Henderson a 5 termes :

My = {[5] Sscl-21.84, 160]}, ) = MyREVS. |
- Seconde estimation de la série diminuée de sa tendance :
Xy — ).
- Seconde estimation de la saisonnalité : X; — 77“17(52) est mis en MM sur 7 ans par
M3:{[25] [1000200030003]}

- On applique a nouveau (Id — My) pour annuler la somme des coefficients saison-
niers :

8P = (1d - Mo)M3(x, — D). |



- Estimation finale de la série CVS :
XOVS@A = x, - g

On remarquera que )A(tCVSQ)

= M X; avec

M = Id — (Id — Mg)M3{Id — My(Id — My(I — Mg)?)}. -
M comporte 57 coefficients et est symétrique : elle porte sur 28 trimestres de part
et d'autre du trimestre courant.

Les premiers coefficients sont

0y = 0,856, §; =0,051, 9, = 0,041, 3 = 0,050, 64 = —0, 140,
05 = 0,055, 6 = 0,034, 67 = 0,029, g = —0,097, 69 = 0,038.



o Sous @

Pour appliquer une moyenne mobile & une série, on utilise la fonction
filter(x, filter, method = c("convolution", "recursive"),
sides = 2, circular = FALSE, init)
Pour effectuer une décomposition a I'aide de MM de maniére automatique, on utilise

la fonction

decompose(x, type = c("additive", "multiplicative"),
filter = NULL)



2.3 Exemples

On considére a nouveau la série des concentrations en CO»

Evolution de la concentration en CO2
aI'Observatoire de Mauna Loa (Hawai)
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Decomposition de Buys-Ballot

Series 1

Series 3

Series 4
o
.

1960 1970 1980 1990 2000 2010
Time

Décomposition de Buys-Ballot généralisée avec tendance quadratique
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On considére a nouveau la série des températures a Paris

Témpératures moyennes journaliéres a Paris

Température (dégrés Celsius)

T T T T
1995 2000 2005 2010

Amnées




Decomposition de Buys-Ballot

Series 1
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0

Series 4
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Décomposition de Buys-Ballot généralisée avec tendance linéaire
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3 Processus linéaires

3.1 L’espace £3(Q, A,P) : définition et propriétés

DEFINITION :

L'espace £2(£, A, P) est I'espace des variables de carré intégrable (variances et
covariances finies)

£2(Q,A,P) = {X|X : Q — R, X est A-mesurable et Ep[X?] < co}.



PROPRIETES :

1. L'ensemble des variables aléatoires réelles X de carré intégrable, E[XZ] < 00, est
un espace vectoriel normé sur R.

2. La norme est définie par
2
X = ||X]5 = E[X?]
et le produit scalaire par
(X,Y) — E[XY].
3. L'espace £2(£2, A, P) muni du produit scalaire, (X,Y) — E[XY], est un espace

de Hilbert, c’est-a-dire un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et complet pour
la norme associée.

Un des intéréts des espaces de Hilbert est qu'ils autorisent la “construction d’ap-
proximations” de tous leurs éléments par des éléments qui appartiennent a un sous-
ensemble bien défini a priori.



Cette approximation repose sur la notion de projection orthogonale.

DEFINITIONS :

1. (Orthogonalité) Deux variables X et Y de carré intégrables sont dites orthogonales
au sens de £2 si E[XY] = 0.

2. (Convergence) Une suite Xy, de variables, vérifiant E[X2] < oo, converge vers
une variable X au sens de £2 si

im_[[Xn — X[l =0
c'est-a-dire si

anOOE[(Xn —X)]=0.
On en déduit en particulier que

lim_E[X,] = E[X].



REMARQUE :

La variable aléatoire X = >7° § X}, peut alors &tre définie comme la limite suivante
dans £2 :

= nIL>moo Z Xk

avec limp o0 [ R_g Xk — X]|, =



> Définition d'une combinaison linéaire infinie au sens de £2

Soit la variable aléatoire définie par Y = > jez a;X; ou les X; sont indépendants
les uns des autres.

Y a un sens dans £2 si et seulement si :

2 laiXill, = 3 lest X5, < o=

Dans le cas o (X}) est un processus stationnaire, on obtient la condition :

> laj] < oo.

JEZ

> e, = VEIXAY lajl.
JEL JEZ

puisque :



> Transformée d'un processus stationnaire par une moyenne mobile infinie

PROPOSITION :

Si (X¢)¢e7 est un processus stationnaire et (a;);c7 est une suite de réels absolument
sommable, 3,7 |a;| < oo, alors Y3 = Y ;c7 a;X;—; définit un nouveau processus
stationnaire.

En particulier, Y; € £2(Q, A, P) et

E[Yi] = my =mx ) a;

€7 ‘ ‘ ( ;'N&..M.)
yy(h) = > > aajyx(h+3j—1i). A 40

€L JEL

On dit que (Yi);cz est la transformée de (X¢)ic7z par la moyenne mobile infinie
associée aux (a;);c7-



3.2 Régression linéaire ou affine théorique sur un nombre fini

de retards

DEFINITIONS :
Soit (X¢)ez un processus stationnaire.

1. La régression linéaire théorique de Xy sur X;_1,..., Xy est la projection or-
thogonale dans £2(Q, A,P) de X; sur H = Vect(Xy_1,... , X¢—p)- On note :

X = EL(X4|X¢—1,...,X¢—p) = PuXy
ou EL(.|.) désigne la régression linéaire.
2. La régression affine théorique de Xy sur 1, X;_1,..., Xy est la projection or-
thogonale dans £2(Q, A, P) de X; sur H* = Vect(1, X4_1, .. . Xt—p)- On note :

X{ = EL(X¢|1, X¢—1,. .., X¢—p) = Py=X¢



REMARQUES :
1. Les deux définitions coincident si E[X;] = 0.

2. Si E[X¢] # 0, on calculera toujours la régression affine théorique notée (par abus
de notations) EL(Xy|X¢—1,...,Xi—p).

3. Vect(X¢—1,...,X¢—p) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de L2
et est donc fermé. L'existence et |'unicité de la projection orthogonale sont donc

assurées.

4. Si X} est un processus Gaussien, alors |'espérance linéaire correspond a I'espérance
conditionnelle.



PROPOSITION :

Les coefficients de la régression linéaire affine, ag, ay, ..., ap,
et
P
P« Xt = ag+ Z antfj
~ j=1
sont définis par :
P
ag =my I—Zalj et Qa =~
Jj=1 —_—
ol
T
(a1,.-.,ap)

(vx (2 = 3))1<i<p,1<j<p
= (vx),...,vx®)T.

R Qe
Il



DEFINITION :

Le coefficient d'autocorrélation partielle d’ordre k est défini par :

r(k) = Cor (f(t, Xt—k)
ou

X: = X¢— EL(Xd|Xi-1,-- -, X¢—kt1)
Xk = Xpp — BL(Xp o Xi—1,- oo, Xy pey1)-

L'autocorrélation partielle d'ordre k désigne la corrélation entre X; et X;_j lorsque
I'influence des variables X;_ . ; avec ¢ < k a été prise en compte.



REMARQUES :
—
1. Si E[X{] = 0, on peut montrer que (k) = aj, ol ay, est le coefficient de X; .

dans la régression linéaire EL(X¢| Xy—1,..., Xs_1)

k
EL(X¢|X¢—1,-- -, Xy—p) = > aj Xy
J=1 /\\
DEFINITION :

L'autocorrélogramme partiel de (X¢);c7 (processus centré) est la fonction : k —
r(k).



PROPOSITION :

La fonction d’autocorrelation partielle d'un processus stationnaire (X¢);c7 satisfait
la relation :
r(k) = det(R*(k))

det(R(k))
ou R(k) est la matrice d'autocorrelation (d'ordre k) définie par R(k) = (px (i —
I 1i<i<k,1<j<k €t R*(k) est la matrice obtenue en remplacant la derniére colonne
de R(k) par le vecteur des autocorrélations p = (px(1),..., px (k)T

En particulier, en notant p; = px(3),

2
p2—p
') = o r(2) =272
-~ - -
3) = Pl — p1P2(2 = p2) + p3(1 — p3)
1—p5 —2p3(1 — p2)

~



3.3 Régression linéaire théorique sur un nombre infini de retards

DEFINITION :

1. La régression linéaire théorique de Xy sur X;_1,..., Xt yp,... est la projection
orthogonale dans £2(£, A, P) de X; sur I'adhérence de I'espace engendré par les
combinaisons linéaires des X;_; (j > 0), H = Vect(Xy_1, Xs—2,. .., Xt—p,---).

On note :
th = EL(Xt|Xt71)) = EL(thxtf]J Xt72a o aXt7p7 . )
T N———
2. La régression affine théorique de Xy sur X;_1,..., X¢p, ... est la projection or-

thogonale dans £2(£2, A, P) de Xy sur I'adhérence de I'espace H* = Vect(1, X;_1, . .
- adnerence g€

On note :

Xt* = EL(Xt|Xt—1)) = EL(Xt‘l’ Xt—l’ Xt—27 s 7Xt7p7 e )

_—~—

).



PROPOSITIONS :

1. La régression linéaire théorique sur un nombre infini de retards peut se définir
comme suit :

EL(Xy|Xi—1)) =2 Nim EL(X¢[X¢—1,..., Xi—p).

En d'autres termes, une prédiction basée sur un passé limite du processus approxime
celle qui résulte de I'usage du passé infini.

2. S.o.|ent (Xt)ez une serie stationnaire et X = EL(X¢t|1, X;_1)). La série (g¢)se7,
définie par le terme :

Et:Xt*Xt*

est un bruit blanc. Cette série est appelée processus des innovations.
—_— —_———

Le processus des innovations contient I'information nouvelle présente a chaque date
de (X¢)¢ez, et imprévisible a partir du passé de X;.



*
Il est immédiat de montrer que : ZP“—— )(e - )(l,

Ele)] = 0 ,
E[Etthk] = (COU(Et, thk) =0 Vk > 0. (M’\'\owt'm’\)



\
N *
THEOREME DE WOLD : ) 61-‘.7(* - Xt

Soit (X¢)se7z, un processus stochastique stationnaire réel et (e¢);cy, le processus des
innovations correspondant. Il existe (az,)rcn tel que 3272 |ag| < oo et

Xy =mx + Z ARE{_F- C CA»MQ)

k=0

Chaque variable aléatoire X; d'un processus stationnaire peut s'écrire comme la
somme de son espérance et d'une moyenne mobile infinie du processus d'innovation
associé.

Il s’agit d'une représentation possible d'un processus stochastique (linéaire) qui ex-
ploite la stationnarité a I'ordre 2.



3.4 Densité spectrale et autocorrélations inverses

PROPOSITIONS :

Soit (X¢);ez un processus stationnaire (moyenne mobile infinie)
Xe=m+ 3. ajer

ol (€);ez est un bruit blanc de variance o2 et o (aj)jez est une suite absolument

sommable, Z;?';_oo \a2_| < o0.
—
La fonction d'autocovariance de (X;);c7 définie par
~ 2
)= 3 aepe? < c llall <rw

j=—o0

"fx (k) = Co (Xt, Xpyn) = & [(szal Et»&)( (tzi’;t.\ﬁwe&—qg

Op0 fej-v) G : L a.a, .
= ‘%-Z?z gt b;[ " )"r%c;’%ﬂ"e‘*‘ ‘O:'a%? R



satisfait I'inégalité suivante :

[o¢]

> Irx(R)] < oo
h=—00
/

DEFINITION :

On appelle densité spectrale du processus stationnaire (X¢);c7 la fonction définie
sur R par :

fx(w)—— Z yx(h)e®t,  we [-m, 7]

h=—00 ~—
—

La densité spectrale est donc la transformée de Fourier de la suite des autocovariances.

Elle existe car la série de terme général vy (h)e™“h
A~

est absolument convergente.



La densité spectrale est une fonction réelle, paire, continue, périodique de période

27. En particulier :
——

-
o0

fX(UJ):% > vx(h)cos(wh).
h=—o0

THEOREME D'INJECTIVITE :

Soit (X¢)¢ez un processus stochastique stationnaire. |l est équivalent de connaitre
la fonction d'autocovariance ou la densité spectrale. On a :

1x(h) = . fx(w)e Whdw = " Ix(w) cos(wh)dw.
r\ii/ /*“ X /*’T X



EXEMPLES :

1. Si (¢)sez, est un bruit blanc de variance o2, alors
2 —_
fe(w) = ;—E, w € [-m, 7. ( t,:_“i’,)
™

2. Soit (Y)sez un processus stationnaire. Le processus (X¢)zcz défini par X; =
m+ 372 ;Y (avec 392 [h;] < oo) admet pour fonction de densité
spectrale :

fx(@) = W(ep(iw)) P fy(w),  w e [-m],

ou

V(exp(iw)) = ioz ¥, exp(ijw), w € [-m, 7.

j=—00
3. Soit (X¢)¢c7 un processus moyenne mobile d’ordre 1 :

Xi=et+0g-1,  (e1) ~ BB(0,02).

Tl ..



~ ; £ Lot
(Ew. 4 Wft«:\*mﬂ‘{%wﬁ)

Sa densité spectrale est définie par :

2 2
Fx(@) = |1+ 0 exp(—iw) 222 = (1 + 20 cos(w) + 02) =.
2 2
4. Soit (X¢)sc7 un processus autorégressif d'ordre 1 :
X=Xy 1+eg, (e¢) ~ BB(0,5?), lp| < 1.
P
Sa densité spectrale est définie par :
0—3 1 0—3

o _iy—2% _ :
Ix(w) = |1 — pexp(—iw)| or (1 — 2pcos(w) + 502) 2r
—



DEFINITION : Autocorrélations inverses

Soit (X¢)ez, un processus moyenne mobile infinie, Xy = 3222 ajei; ot (€)iez,
est un bruit blanc de variance ag et ol (a;)cz est une suite absolument sommable,
ZJO-';_OO |a;| < oo. Supposons que la fonction :

1
w — ———exp(—iwh
Fx(@) Pl )

soit intégrable sur [—, 7r].

La fonction d'autocovariance inverse (associée au spectre inverse 1/fx) est définie
par : Aot
)

Yo (h) = /_: #(w) exp(—iwh)dw

ou

1 1>, -
@) 2w, 2 x(exelich).



3.5 Estimation de la moyenne et des autocovariances pour des

processus linéaires

On suppose disposer d'observations (2t);—1,... 7 d'un processus

o)
Xt:mx+ Z ajEt—j /

j=—00
ou (£¢)ez est un bruit blanc fort de variance o2 et o (a;)jez est une suite abso-
lument sommable, E;‘;foo laj] < oo.

> Estimateur de la moyenne et loi limite

L'estimateur de la moyenne est :

4l
)ﬂ

Il
S| =
M=
8

\:



PROPOSITIONS :

1. d
TVar(Xp)= Y (1 ';1'>vx< ) Z x(h). = 4
|h|<T—1

2. Si Z]_ 00 @j 7 0, alors

VT(Xr - mx)ﬂf\f(o Z vx’(h)>

h=—o00

2
avec 20 yx(h) =02 (Z]Qi—oo aj) :



> Estimateur des autocovariances et lois limites

Un estimateur de I'autocovariance d'ordre h est (pour h < T') :

T—h

) =5 ST 7).

PROPOSITIONS :

1. Ax(h) est un estimateur presque siirement convergent, asymptotiquement sans
biais. ~~—— T
2. Si de plus (e¢) est Gaussien et Y pc7 [kyx (k)| < oo,

VT ((9x(8) = ¥x())iz1,...1) = N (0,9)

=

ou
Q= ioj Yx(D(rx(l =37 +k) +vx( =35 —k)).
l=—o0
/\/\-’M
di



A partir d’un estimateur des autocovariances, on en déduit

- un estimateur des autocorrélations :

- un estimateur ‘corrigé’ de la densité spectrale :

=2 3 (1) e
X _27rh:_H H+1 05 /

ou H est suffisamment grand mais pas trop grand !

Un estimateur du coefficient d'autocorrélation partielle d'ordre h est donné par |'es-
timateur des moindres carrés ordinaires de Xy sur 1, X¢_1,..., Xy_p.



o Sous @

Pour tracer des fonctions d’autocovariance, d'autocovariance partielle et d'autocor-
rélation empiriques, il faut utiliser la fonction acf (aprés avoir chargé le package
stats).

acf(x, lag.max = NULL,
type = c("correlation", "covariance", "partial"),
plot = TRUE, na.action = na.fail, demean = TRUE, ...)

La fonction renvoie un object de type "acf" qui est une liste de plusieurs éléments
(dont les valeurs calculées pour les différentes valeurs de h).



EXEMPLES AVEC DES PROCESSUS STATIONNAIRES : 1" = 250

BRUIT BLANC :

1. Si (X¢) est un bruit blanc faible, sa fonction d'autocovariance et d'autocovariance
partielle sont données par

1 h=0
px(h)z{o P20 am=okz1
2. Si (X¢) est une moyenne mobile d'ordre 1 (MA(1)) telle que
Xi=m+e —0e1, (1) ~ BB(0,0?), |0 <1

sa fonction d'autocovariance et d'autocovariance partielle sont données par

1 h=0 Bk(92—1)
px(h) =14 —0/(1+6%) h=+1, rx(k)=—""Fk>1
1 g2k+2,
0 |h| >1

/\/'\-// o



3. Si (X¢) est un autoregressif d'ordre 1 (AR(1)) tel que
Xi=@Xi1+e,  (a0) =~ BB(0,0%), ¢l <1,

et les ¢ est non-corrélé avec les X;_; pour ¢ > 0, sa fonction d'autocovariance et
d'autocovariance partielle sont données par

px(h) = ol rx(1) = p et rx(k) =0 pour k > 1.
—
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EXEMPLES AVEC DES PROCESSUS NON-STATIONNAIRES : 7" = 250

1. (X¢) est une marche aléatoire telle que

t
X =Y e, (e¢) ~ BBF(0,0?).
=1

2. (X¢) est un processus avec tendance et variance fonction du temps tel que

Xt = my + Keet, (et) ~ BBF(0,07).
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EXEMPLES AVEC DES SERIES REELLES :

Concentration en CO2 - Série brute
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Concentration en CO2 - Série désaisonnalisée
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Série désaisonnalisée par la méthode de Buys-Balot
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4 Processus ARMA et ARIMA

4.1 Polynoémes retard et avance

> Définitions et propriétés

DEFINITIONS :

1. L’opérateur retard L (lag) ou B (backward) est défini sur la classe des processus
stationnaires comme suit :

L: (Xt)tGZ — (n)tGZ tel que Yy = LX; = X4 1

2. L'opérateur avance F' (forward) est défini sur la classe des processus stationnaires
comme suit :

F: (Xt)f,EZ — (th)tEZ tel que Yy = F Xy = Xt+1



PROPOSITIONS :
1LF=LletL=F"1
2. LF = L.... L vérifie LKX; = X, .

3. FF = F. ... .F vérifie F*X; = Kotk
On note L0 = Id.

DEFINITION

k

Soit P un polynéme, P(z) = >0_oaz" avec a, e R (p € N), on lui associe le

polynéme retard défini comme suit :

p
P(L) =Y apLF
k=0



et

p p
P(L)X; = (Z akLk) Xi = ap Xy i
k=0

k=0
Le polyndme avance est défini par :

P
P(F)= Y aF*
k=0

et

p p
P(F)X; = (Z aka> Xi =Y apXpip

k=0 k=0 —

PROPOSITIONS :

Soient les polynémes retard de degré "infini" définis par :

~——
o0 o0
A(L) =Y aqlF  BL)=Y b Lk
- k=0 ~ k=0



avec 370 g |ag| < oo et 3724 |bg| < oo.

1.VaeR
@A) = (@AND) = 3 (car) 1"
=0
2.
A(L)+ B(L) = (A+ B)L = 3" (ag, + b)LF
k=0
3.

A(L).B(L) = (A.B)(L) = C(L)

—
ol ¢ = 2?:0 ajb_j et 3572 o |e| < oo
VU

Ax b



> Inversibilité des polynémes en L

DEFINITION :
1. Un polynéme retard A(L) est inversible si et seulement si il existe un polynéme
retard B(L) tel que :

A(L).B(L) = B(L).A(L) = Id.

PROPOSITIONS :

1. Si |A] < 1, alors 1 — AL est inversible et

v 00

(1—AL)"1= S AkLE
k=0

2.Si |A| > 1, alors 1 — AL est inversible et
~—

o0
(1-AL)"t= -3 AFFR
=1 =



3.Si|A] =1, alors 1 — AL n'est pas inversible.

PROPOSITIONS :
Soit ¢ un polyndme retard de degré p a coefficients réels :

¢(z):1+¢1z+...+¢pzp//

1. ¢(L) est inversible si et seulement si ses racines sont de module distinct de 1.

2. Si les modules des racines de ¢ sont tous strictement supérieurs a un, alors ¢(L)

est inversible et
—

o(L) = 3 a Lk
k=0

otag =1, a € R, 92 4 ag| < oo.

™~



REMARQUES :

1. Les racines de I'équation caractéristique (notées z;) :

1+¢rz+...+¢p2F =0

peuvent étre aussi caractérisées en déterminant les racines (notées \;) de

N+ N4 44, =0

2. La condition 2. de la proposition précédente se réécrit :

lzj] > 1 [N\ <1



>> Méthodes pratiques d'inversion de ¢(L)

On pose : V

p
o(L) = [[(1—A;L)

Jj=1
avec |Aj| <1 pourtout j=1,...,p.
METHODE 1 :
Les polynémes (1 — A;L) sont inversibles, on obtient : Z

o) = (f A?L’“)

j=1 \k=0

puis on procéde par identification...



METHODE 2 :
On explicite I'équation :

$(2)p(2) "t =1
soit

#(L) (i akLk> =1.
k=0

-
. N V2 . . = ~ .y Z .
On obtient un systéme d'équations qui peut étre résolu de maniére récursive :

ag
0 = a1+¢
az +ai191 + ¢

ap+¢rap-1+...+¢p_1a1+¢p
0 = ap+d1ap_1+...+¢pap_ppourk >p



METHODE 3 :
Décomposition de la fraction rationnelle ¢~1(L) en éléments simples.
METHODE 4 :

Division selon les puissances croissantes de 1 par ¢(2).



4.2 Processus M A(q)

DEFINITION :

Un processus stochastique stationnaire (X¢);c7 est une moyenne mobile d'ordre ¢
s'il satisfait I'équation suivante :

Xi=p+0O0(L)et =p+ep— 01601 — ... — Ogei—q,

otles @, j =1,...,q, sont des nombres réels (avec 64 # 0) et (e¢);cz est un bruit
2

blanc faible de variance o£.
PROPRIETES :

1. (X¢)¢e7 est nécessairement stationnaire indépendamment des racines du polynéme
o.

2. B[X¢] = p.



> Représentation canonique

PROPOSITION :
Soit le processus stochastique (X¢);c7 moyenne mobile d'ordre ¢
Xt =¢et—0160-1— ... — O0gct—q,
pour lequel toutes les racines du polynéme :
O(u) =1—601u—...—fqu?

sont de module strictement supérieur a 1, alors (£¢);c7 est I'innovation du processus.
e ——

REMARQUES :

1. Un processus M A(q) admet plusieurs représentations moyennes mobiles d’ordre
q avec différents bruits blancs.

2. Une seule représentation correspond a la représentation canonique ou causale du
processus pour laquelle le bruit blanc utilisé est I'innovation.

3. Le résultat précédent reste partiellement valide pour les processus dont le polynéme
de la représentation moyenne mobile admet des racines de module unitaire.



> Ecriture AR(c0)
i) Si toutes les racines de © sont de module strictement supérieur a 1, la représen-

tation canonique AR(co) est :

o0
Z apXi_=m-+ et
k=0

avec m = pu/O(1) et ag = 1.

ii) Si certaines racines ont un module égal & un,
- (Xt)ez est un processus stochastique stationnaire ;
- ©(L) n'est plus inversible;

- (&t)te7, reste le processus des innovations.

iii) Si certaines racines de sont de module strictement inférieur a 1, il faut modifier

la structure pour obtenir le processus d'innovation.



Supposons :
Xe= ] @=xL) JI (1—=XNL)e.
i:‘)‘i‘<1 i:l)‘i‘>1
On définit :
1

o (L)y= J] a-xL) ]] (1—)\‘

i:‘/\i‘<1 i:l)‘i‘>1

L)

et Xy = ©*(L)ny, alors (n;)¢cz est I'innovation du processus de variance
A — e

~ v 2 __ 2 12
oy, =o¢ H [\l
2 A >1



> Caractérisation d'un processus M A(q)

On se place dans I'hypothése ou toutes les racines du polynéme Pg sont de module
strictement supérieur a 1, de telle sorte que (e¢);<7 est I'innovation du processus.

PROPOSITION :

1. Sous les hypothéses précédentes, la fonction d'autocovariance d'un processus
moyenne mobile d'ordre g est définie par :

vx(0) = o2 (1+2q:9f)

i=1

i=h+1
vx(h) = —0402 pour |h| = q

vx(h) = 0 pour [h] > q.
—~—

q
yx(h) = o? <—9h + > 91‘91‘—/1) pour 1 < |h| <g¢



2. Le processus stochastique (X¢)sc7, stationnaire du second ordre a densité spectrale
absolument continue et strictement positive est un processus moyenne mobile d’ordre

'VX(h) :{ #0, ‘h| =q,
,\/¥’\

q si et seulement si :
=0, |r[>gq.

REMARQUES :
1. Il n'y a pas de résultat particulier pour les autocorrélations partielles.

2. Sous les hypothéses précédentes, la fonction d'autocorrélation inverse décroit ex-

ponentiellement avec h.

-

|6, () ) sce
X P

04/6 >o



4.3 Processus AR(p)

DEFINITION :

Un processus stochastique (X¢);c7 est un processus autorégressif d’ordre p s'il est
stationnaire et satisfait I'équation suivante : q)
p1= 11 ALt v Gl
(L)X = ptet
Xt = p+or X1+ +EpXi—p+en

ol les ¢;, j = 1,...,p, sont des nombres réels (avec ¢, # 0) et (g¢);cz est un

bruit blanc faible de variance o2.

PROPRIETES :

1. Un processus (X¢);c7z qui satisfait la récurrence ®(L)X; = p + €4 n'est pas
nécessairement stationnaire.

2. B[X¢] =m = p/d(1).



> Représentation canonique

PROPOSITION :

Soit le processus stochastique (X¢);c7 processus autorégressif d’ordre p

Xt — g1 Xp-1— .. — PpXt—p =&,
~—
pour lequel toutes les racines du polynéme :
O(u) =1 —"¢ju— ... — ppuP

sont de module strictement supérieur a 1, alors (£¢);c7 est I'innovation du processus.

REMARQUE :

EL(Xt|Xi—1) = $1Xt-1+ .- + ¢pXi—p.



> Ecriture M A(c0)

i) Si toutes les racines de ® sont de module strictement supérieur a 1, la représen-
tation canonique M A(co) est :

00
Xi=m+ Z ApEt_
k=0

avec m = p1/0O(1), ag = L et 302 |ag| < oo.

ii) Si certaines racines ont un module égal a un,
- (Xt)tez n'est pas un processus stochastique stationnaire ;
- ®(L) n'est plus inversible

iii) Si certaines racines de sont de module strictement inférieur 3 1, il faut modifier
la structure pour obtenir le processus d'innovation.



Supposons ®(L)X; = e; avec
oL)y= J] @-xL) [ @-XIL).
i:|>\i|<1 i:‘)\’i|>1
On définit :
1
o (L)= [ a-xL) J] (- )\—L)
i:|)\i‘<1 i:l)\i|>1 ?
et ®*(L)X; = ny, alors (1;)¢c7 est I'innovation du processus de variance

op= 1 l%2
i:l)\i|>1



> Caractérisation d'un processus AR(p)

On se place dans I'hypothése ou toutes les racines du polynéme @ sont de module

strictement supérieur a 1, de telle sorte que (e¢);c7 est I'innovation du processus.
/— —_—

PROPOSITIONS :

1. Le processus (Xt)tedu second ordre est un processus autorégressif

d'ordre p si et seulement si :

_ | #0, |n|=np,
’"X(h)_{:o, |h| > p.

2. Le processus (Xt)teu second ordre est un processus autorégressif
.

d’ordre p si et seulement si :

7 _ #Oz |h| =D,
wm={ 2o BZh




> Autocovariances et équations de Yule-Walker

PROPOSITIONS :

1. Sous les hypothéses précédentes, la suite des autocovariances satisfait une équa-
tion de récurrence homogeéne d'ordre p dont les coefficients sont ceux du polynéme
autorégressif uPd(u 1) :

p
vx(h) =Y ¢jrx(h—3j)=0 Vh>0.
j=1

2. Sous les hypotheéses précédentes, |a suite des autocorrélations satisfait une équation
de récurrence homogene d'ordre p :

P
px(h) =Y ¢jpx(h—3j)=0  Vh>0.
j=1






4.4 Processus ARM A(p,q)

DEFINITION :

Un processus stochastique stationnaire (X¢);cyz, est un processus ARM A(p, q) s'il

satisfait I'équation suivante :

Xt = p+or X1+ + X
+er — 01601 — ... — qut_q
L)Xy = pu+0O(L)e
oules¢;, j=1,...,p etlesd;, j=1,...,q,sont des nombres réels (avec ¢, # 0

et 64 # 0) et (e¢);c7 est un bruit blanc faible de variance o

PROPRIETES :

2
c-

1. (X¢)¢ez n'est pas nécessairement stationnaire.

2. B[X¢] =m = p/d(1).



REMARQUES :

1. En I'absence de contraintes sur ® et ©, un processus stationnaire admettant
une représentation ARM A posséde d'autres représentations de ce type. Ces autres
représentations sont obtenues en étudiant la forme de la densité spectrale.

2. En particulier, les deux processus stochastiques :
O(L)X: = p+O(L)et
P(L)Xy = p+O(L)E
sont deux représentations du méme processus si :

) = PLOERE)P o2 Blexp(is))P
27 |®(exp(iw))|2 27 |®(exp(iw))|?

Cette égalité est vraie (au moins) dans les 2 situations suivantes :
i) lorsqu'on change les racines de ® et © en leurs inverses;

ii) en multipliant ou en divisant et par un méme facteur polynémial.



> Représentation canonique




> Ecritures M A(o0) et AR(00)

Si toutes les racines de ® et de © sont de module strictement supérieur a 1, la
représentation canonique M A(oo) est

o0
Xe= ) apei g
k=0

avec ag = 1 et 3302 fag| < oo, et la représentation canonique AR(0co) est

(o)
et =Y bpX_p
k=0

avec by = 1 et 322 ) |by| < oo.



DEFINITION :

La représentation
¢(L)Xt =u-+ @(L)&t

est dite canonique minimale si ® et © sont des polynémes dont toutes les racines
sont de module strictement supérieur a un et premiers entre eux et (£¢)¢c7 est son
processus des innovations. N

REMARQUES :

1. Un processus ARM A(p, q) canonique minimale admet une représentation moyenne
mobile infinie dont les coefficients satisfont une équation de récurrence d'ordre p a
partir du rang max(q + 1, p).

2. Un processus ARM A(p, q) canonique minimale admet une représentation auto-
régressive infinie dont les coefficients satisfont une équation de récurrence d'ordre ¢
a partir du rang max(p + 1, q).



> Caractérisation d'un processus ARM A(p, q)

PROPOSITION :

Les autocovariances et autocorrélations d'un processus stationnaire ARM A(p, q)
satisfont une équation de récurrence d'ordre p pour |h| > g et décroissent vers O

exponentiellement vite.
—



4 4
4.5 Processus ARIM A(p,d, q) 5}\,/ dz.[@\/?/ f<1 - L> SN
O o ot

Un processus stochastique (X¢)s>_p_q est un processus ARIM A(p, d, q) s'il sa-
tisfait I'équation suivante :

Q=L)X = pt+¢1(1- L) X1+ .+ ¢(1— L)Xy

DEFINITION :

+et — 91515,1 — ... Oqst_q
O(L)(1— L)X = p+6(L)e
oules ¢;, j = 1,...,p et les §;, j = 1,...,q, sont des nombres réels (avec

¢p # 0 et g # 0) et (e¢)ycz est un bruit blanc faible de variance 02, et les
conditions initiales

Z_ 1= {X,]_, e 7X—p—d7 E_15--+) E—q}
sont telles que :

Cov(et, Z_1) =0Vt > 0.



> Représentation canonique minimale

Si (Xt)¢>—p—q est un processus ARIM A(p, d, q) our lequel toutes les racines des
polyndmes :

b(u) = 1—gru—...—¢puf

Ou) = 1—01u—...— g
sont de module strictement supérieur a 1, alors on obtient la représentation canonique

minimale.



Si on pose Y; = (1 — L)4X;, on obtient

O(L)Y; = 1+ O(L)et.
Mais cela ne signifie pas que Y; est un processus ARMA...puisqu'il n'est pas défini
Vt € Z! 1l y a seulement équivalence asymptotique avec un processus ARMA.
DEFINITION :

Si (i) (1 — L)?X; est asymptotiquement équivalent a un processus stochastique sta-
tionnaire et (i) (1— L)¥~1X; ne I'est pas, alors on dit que le processus stochastique
discret (X¢) est intégré d'ordre d et on note X; ~ I(d).

EXEMPLES :
1.Sid =0, X; est un ARM A(p, q) (processus stationnaire) et on note X; ~ I(0).

2.Sid =1, (X¢) est un processus intégré d'ordre 1 (il admet une racine unitaire).

3.Sid = 2, (X¢) n'est pas stationnaire, Y; = (1— L)X non plus. Z; = (1—L)Y; =
(1- L)th est asymptotiquement équivalent a un processus stationnaire.



4.6 Processus SARIM A4[(p,d, q), (P, D, Q)]

Les séries dites saisonniéres sont caractérisées par de fortes autocorrélations et au-
tocorrélations partielles empiriques entre les variables décalées d'une ou plusieurs
saisons. Les modéles ARIMA saisonniers permettent de modeéliser une composante
saisonniére de nature aléatoire, i.e. qui ne se répéte pas a l'identique d'un cycle a
I'autre.

DEFINITION :

On appelle processus SARIM As[(p, d, q), (P, D, Q)] de période s tout processus
(X¢) tel que le processus / WRivive Lo %%Lb £
Vi = (I - L)1 - L)PX,

est uyn ARMA L&m‘t:imu & JU[U/ <4

O(L)p(L7)Y: = O(L)O(L)ey
ol d, ¢, © et O sont des polynémes de degrés p, P, q et ) respectivement.

ppPY @



o Sous @

Pour simuler un processus ARIM A, on utilise la fonction
arima.sim(model, n, rand.gen = rnorm,
innov = rand.gen(n, ...), n.start = NA,

start.innov = rand.gen(n.start, ...), ...)

Pour obtenir la décomposition M A(oo) d'un processus ARM A, on utilise la fonction

ARMAtoMA (ar = numeric(0), ma = numeric(0), lag.max)



5 Estimation des modéles ARMA et ARIMA

5.1 Introduction

On dispose des données 1, . .., x réalisations des variables aléatoires X7, ..., Xp.
On suppose que ces observations sont compatibles avec un modele ARIM A(p, d, q) :

O(L)AYX; = p+ O(L)ey A= (-L
ou
(L) = 1—¢gL—...—¢,LP
O(L) = 14+601L+...+04L17

avec d°(®) = p, d°(©) = q, Var(et) = o2, et ou les hypotheses sur les polynomes
de retard et (e¢) sont satisfaites.



> L'objectif est d'estimer un tel modéle et de déterminer ultérieurement la prévision
théorique d'une valeur future sachant un certain ensemble d'information.

Plus précisément, on procéde en 4 phases

1. Phase d'identification a priori
(a) Recherche des valeurs plausibles des degrés (p, d, q)
(b) Plusieurs étapes :

- Ordre de différenciation : autocorrélogramme, autocorrélogramme inverse,
tests de racines unitaires...

- Ordre p et ¢ : utilisation des propriétés des processus ARM A(p, q),
fonctions d'autocorrélation et d’autocorrélation partielle, fonction d’autocorrélation
inverse, méthode du coin, etc.



A ce stade, plusieurs modeles sont généralement retenus : (pj,d;,q;) 5 =1,...,J
2. Phase d'estimation

Pour chaque triplet (pj, dj, qj), on recherche les valeurs correspondantes des autres
paramétres du modéle :

(¢1,---

7¢p7 01: .. -,eq,ﬂ, Ug)

o>



3. Phase de vérification

Il s’agit de “soumettre” les modéles estimés a des tests pour vérifier les hypothéses

sous-jacentes a ces modeles ou tout simplement la significativité des coefficients
estimés.

- Les résidus estimés prennent-ils des valeurs correspondant a I'hypothése d'un
bruit blanc?

- Les paramétres sont-ils significatifs ?

- Peut-on diminuer les valeurs de p et ¢ 7

4. Choix d'un modéle

On peut avoir recours a plusieurs critéres : critére d'information, critére de parcimonie,
critére de pouvoir prédictif.



5.2 Phase d’identification a priori

Trois questions :
1. Est-ce que la série étudiée est stationnaire ? non-stationnaire ? Faut-il éliminer
une tendance déterministe et/ou une saisonnalité déterministes ? Quel est 'ordre de

différenciation ?

2. Existe-t-il une composante saisonniére (autorégressive, moyenne mobile), ARIM A
versus SARIMA?

3. Quels sont les ordres possibles pour p et g?



> Etude de la stationnarité : détermination de d
Deux méthodes :

1. Inspection visuelle de la fonction d’autocorrélation empirique (et fonction
d'autocorrélation inverse) ;

2. Tests de racine(s) unitaire(s).



I) Utilisation de I'autocorrélogramme

1. Pour un processus stationnaire, on observe une décroissance de la fonction d’au-
tocorrélation vers zéro avec h.

PROPOSITION :

1. Les autocovariances et autocorrélations d'un processus stationnaire (canonique et
minimal) ARM A(p, q) satisfont une équation de récurrence d'ordre p pour |h| > ¢ :

p
vx(h) = > ¢jvx(h—j)=0 V|| >q,
j=1
ou

p
px(h) =Y djpx(h—3)=0 V[ >q.
j=1

2. Les autocovariances et autocorrélations décroissent vers 0 exponentiellement vite
avec h.



2. Si un processus stochastique (X¢) est intégré d'ordre d , le processus (X;) n'est
pas stationnaire et on ne peut pas définir la fonction d'autocorrélation. Cependant,
la fonction

_ Cov(Xy, Xy 4n)
\/VaT(Xt)Var(XtHL)

pX(t7 h)

a toujours un sens.

EXEMPLE :
Considérons une marche aléatoire sans dérive :
Xt=Xi1+et
ol &4 ~» BB(0,02) et Cov(ey, Xo) =0sit>0.0na:
_ Var(Xg) + to?2
J(Var(Xo) + to2)(Var(Xo) + (t + h)o?)

PX(t, h)



et pour t grand et h << t,
h

h)~1——.
px(h) 2%

L'examen de la fonction d’autocorrélation aboutit alors a adopter les régles suivantes :

— Regle 1 : Si la fonction d'autocorrélation estimée p x(h) reste relativement proche
de 1 pour un assez grand nombre de valeurs de h ou décroit linéairement avec h,
alors le processus est certainement non stationnaire.

Remarque : Cette régle peut aussi s'interpréter comme suit : le processus est certai-

nement non stationnaire si les premiers px(h) sont proches les uns des autres.

— Regle 2 : Une fois différenciée la série initiale, on étudie I'autocorrélogramme de la
série Yz = A Xy (pour différencier éventuellement a I'ordre 2) et ainsi de suite...



Remarques :

i) L'application des régles précédentes peut cependant conduire a sur-différencier
la série initiale. Dans cette perspective, on peut utiliser I'information fournie par
I'autocorrélogramme inverse, car en sur-différenciant, les autocorrélations inverses ne
décroissent pas vers 0 exponentiellement vite avec h.

ii) La nature de la non-stationarité n'est pas unique : une série non-stationnaire
est une série qui n'est pas stationnaire. Si la série étudiée est stationaire en tendance
(déterministe), alors une différenciation a I'ordre d conduira a I'apparition d'une
moyenne mobile !

I1) Approche des tests

Il est possible d'utiliser des tests (dits) de racine(s) unitaire(s). L'idée de base de ces
tests est de savoir si la série une fois (ou plusieurs fois différenciée) est stationnaire.
Différents tests ont été proposés dans la littérature : Tests de Dickey-Fuller, Tests de
Dickey-Fuller augmentés, Tests de Phillips-Perron, Tests de Schmidt-Phillips, Test
KPSS, etc...



> Etude de la saisonnalité

— Certaines séries (par exemple, mensuelles) ont un profil saisonnier marqué : les
données relatives a un méme mois de différentes années ont tendance a se situer de
maniére semblable par rapport a la moyenne annuelle.

— Cette saisonnalité peut étre détectée a partir de :

— la représentation graphique de la série (et de toute information décrivant la
variable),

— un découpage de la série en plusieurs périodes,
— la fonction des autocorrélations,

— la densité spectrale, etc...



> Etude de I'ordre p et g

— Il s"agit de déterminer les ordres de la partie autorégressive et de la partie moyenne
mobile.

— En pratique, on retiendra une borne supérieure pour chacun de ces ordres (pmazx
et gmaz). En d’autres termes, différents modeéles seront estimés.

— L'identification des ordres p et g repose sur la fonction d'autocorrélations et la
fonction d'autocorrélations partielles. Pour un processus autorégressif ou moyenne
mobile pur, I'identification est “simple”. Cependant, c'est beaucoup plus complexe
pour un processus ARM A.

I) Les différentes caractérisations

Les propriétés connues des processus ARM A peuvent étre utilisées.

— Un processus AR d'ordre p se caractérise par sa fonction d'autocorrélation partielle
qui s'annule 3 partir de I'ordre p + 1.



— Un processus M A d'ordre g se caractérise par sa fonction d'autocorrélation qui
s'annule a partir de I'ordre g + 1.

— Un processus ARM A(p, q) se caractérise par les propriétés de ces corrélations
canoniques.
DEFINITION :

Les corrélations canoniques entre les vecteurs (X¢, X¢—1,..., X;—j) et (Xy_p_1,..., X4y
sont les valeurs propres de la matrice :

r(]? _1)71r(.77 k)/r(]a _1)71r(]v k)

vx(k+1)  yx(k+2) - yx(k+1+7)
(k) = vx (k) yx(b+1) e vx(k+17)

vx(b+1-7) o x(k) vx(k+1)



1. En particulier, le produit des diverses corrélations canoniques est donné par :
A, k)?
A(J7 _1)2

ot A(j, k) = detl (4, k).

2. On peut montrer que :

A(, k) = AG + 1,k)AG — 1,k) + AG, k — 1)A(j, k + 1).

3. Soit un processus (X¢) admettant une représentation canonique minimale ARM A(p, q).
A(j, k) vérifie les propriétés suivantes :

- A(j, k) =0Vj > petVk>q,
-A(p,q—1) #0,
_A(p_]wq)?éov



-AG,q—1)#0Vj2p—1,

-A(p—1,k) #0Vk >q—1.
Caractérisation pour différents processus :
1. Pour un processus ARM A(p, q), on obtient le tableau

DPJI Dq
D, 0

ol Dy q est défini par

ik 0 1 2 q
0 A(0,0) A(0,1) A(0,2) --- A(0,q)
1 A(lvo) A(lal) A(172) A(laq)

2 A(2,0) A(2,1) A(2,2) --- A(2,9)



Dy est défini par
Jlk q+1 q+2
0 A(0,q+1) A(0,g+2)
1 A(l,q+1) A(l,g+2)
2 A(2,q+1) A(2,g+2)

0 0

p
et Dy est défini par
Jj/k 0 1 qg—1 q
p+1 A(p+1,0) A(p+1,1) ... A(p+1,q—1) 0

p+2 A(p+1,0) A(p+2,1) ... A(p+2,q—1) 0



2. Dans le cas d'un processus M A(q), on obtient le tableau :

ik
0
1
2

p

0
A(0,0)
A(1,0)
A(2,0)

A(p,0)

1
A(1,1)
A(1,1)
A(2,1)

Alg,1)

2
A(1,2)
A(1,2)
A(2,2)

A(4,2)

qg—1
A(1,p)
A(1,p)
A(2,p)

Ala.p)

3. Dans le cas d'un processus AR(p), on obtient le tableau :

ilk
1
2

p
p+1

0 1 2
A(1,0) A(1,1) A(1,2)
A(2,0) A(2,1) A(2,2)
pfl A(pf]wo) A(pf]wl) A(p71,2)
0 0 0
0 0 0

- OO0 OoOR
- OO0 o+

o
o



I1) Utilisation des moments empiriques

— Toutes les caractéristiques précédentes reposent sur les valeurs prises par la fonction
d’autocovariances (partielles).

— En utilisant les résultats du chapitre 3 (comportement asymptotique des estimateurs
empiriques), des tests peuvent &tre construits.

— Les deux tests les plus usuels sont ceux de nullité de la fonction d’autocovariance
et de la fonction d'autocorrélation partielle.

1. Pour un processus M A(q), on construit une statistique de test a partir de la
relation

q
VTEx(h+a) = vx(h +a) B N [0,45(0) +2 3 X ()
j=1



ou

q
N L .
VT(px(h+q) = px(h+q)) =N (07 14+2)" p%g(ﬂ)) :
Jj=1

2. Pour un processus AR(p), on construit une statistique de test a partir de la relation

Px(p+1)

v | X+ L o, 14y)

Fx(p+h)
3. Pour un processus ARMA, on peut utiliser la méthode du coin. En utilisant les
corrélations canoniques, les ordres p et ¢ sont tels que :
-Ajp=0Yj>petVk>q,

A1 #0Yi>p—1,



-A, 1y #£O0VE>q—1.

avec
px(k+1)  px(k+2) ... px(k+j+1)
A, — px (k) px(k+1) ... px(k+7)
],k— ..
px(k+1—37) ... ... px(k+1)

— On peut estimer les A; ;. en remplagant les corrélations par leurs estimateurs et
sa variance en remarquant qu'il s'agit d'une fonction différentiable du vecteur des
autocorrélations. On considére alors les rapports de Student associées aux A;

Ajk

,/%r(&k) .

En comparant a 1,96 la valeur de ce rapport, on obtient un test asymptotique de
nullité du coefficient au seuil de 5%.



5.3 Phase d’estimation

> Estimation d'un modeéle autorégressif

Soit le processus stochastique discret (X¢)sc7

Xt=¢1 Xe1+ ¢ Xp2+... +IpXipter
ot gt ~ BB(0,02)

1) Equations de Yule-Walker

Les équations de Yule-Walker sont données par

vx(1) 7x(0)  x(@) -+ x(p-1) #1
vx(@) | _ | x(@)  vx(0) : b2

: vx(1) :
vx(p) yxp—-1) - ax(1)  vx(0) bp



et

avec

vx(p)

= Tpag
x(0) =9

) -2



En utilisant les estimateurs des moments empiriques, les estimateurs de Yule-Walker
sont donnés par :

—_ f1 4
- rp—l_

o
62 = 4x(0)~ 49

PROPOSITION :

Soit (X¢);ecz un processus stochastique discret admettant une représentation AR(p).
Sous certaines conditions de régularité, lorsque T' tend vers 400 :

VI($ - ¢) 5 N (0,027,2))

2

~2 P
et Jg—>05.

N~



A

I1) Estimation par maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance s'écrit :

L(CC]_, X2y, Tt—1, mt;g7 o-{?:)
= 2 = 2 2
= H L($t|$t_1,...,$t,p;9, 0'5) H L($t|$t_1,...,$1;g, UE)L(xl;Qz Ue)
t=p+1 T t=2 /’\ 4

La partie de la vraisemblance qui correspond aux conditions initiales du processus
peut &tre traitée comme une constante (maximum de vraisemblance conditionnelle)
ou non (maximum de vraisemblance non conditionnelle).



En pratique elle est négligée dans le calcul de la maximisation et on considére uni-

quement la fonction de log-vraisemblance conditionnelle qui s'écrit sous |'hypothése
que € a une distribution Gaussienne (a une constante prés)

L'estimateur du maximum de vraisemblance de (¢, 02) est donc celui des moindres
particulier par :

carrés ordinaires. L'estimateur du maximum de vraisemblance de o2 est donné en

o>



PROPOSITION :

Soit (X¢);ez un processus stochastique discret admettant une représentation AR(p)
ou (£¢);ez est normalement distribuée de variance 2. Lorsque T tend vers 400 :

VI($ - ¢) B N (0,027,2))

2

~2 P
et ag—ura.



> Estimation d'une moyenne mobile

Soit le processus stochastique discret (X¢)sc7,

Xe=er+ 0184 1+ 01 20+ ... + Gqst,q
ou gt ~ BB(0,02)

I) Estimation par maximum de vraisemblance

Il existe des matrices A1 (01, . . . , 04) de taille T'X T triangulaire inférieure et Ap(01, . . .

de taille T' x q telles que

€1 x1 €1—q
€2 = Al(gla ... ,eq) T2 + A2(91, ceey eq) €2

ET rr €0



ce qui peut encore se réécrire de la maniére suivante

€14
g2-q | _ Idg 0 €0:1—q
A1(015---,0q) A2(01,...,0q) z
er

avec 50:1711 = (Elfq, ceny 80)/.

— La densité de probabilité du vecteur (e1_g, ..., £77) sous I'hypothese Gaussienne est

fre?) T (g (g ) a0

€

donc :

— La loi marginale de z s'en déduit :

—T/2 1
(27Tcr§) / det(Iy + A'2A2)_1/2 exp <—2O_2§/A'1(IdT + A2A'2)g>
g



— Il ne reste plus qu'a maximiser par rapport a (01, ...,04) et ag.

PROPOSITION :

Soit (X¢);ecz un processus stochastique discret admettant une représentation M A(q)
ou (t);ez est normalement distribuée de variance 2. Lorsque T tend vers 400 :
A L 2r—1
\/T(Q —0) SN (O, oarq_l)
et &g £ o2, oil lg—1 est la matrice des autocovariances d'un processus (Y):c7
autorégressif d'ordre ¢ qui satisfait une équation de la forme :
m=Y:+01Y, 1 +0Y; o+... +05Y—

ou 1y ~ BB(0, a%).



> Estimation d'un modele ARM A(p, q)

1) On procéde par une estimation en deux étapes

— Etape 1 : On utilise les équations de Yule-Walker pour estimer les paramétres de

la forme autorégressive.

— Etape 2 : On peut alors considérer le modéle moyenne mobile approximativement
satisfait par le processus :

Ty — P1T—1— ... — PpTi—p.

Cette méthode conduit & des estimateurs moins efficaces que ceux du maximum de
vraisemblance.



I1) Estimation par maximum de vraisemblance

Soit (X¢)seyz un processus stochastique discret admettant une représentation ARM A(p, q)
ou (t);ez est normalement distribuée de variance 2. Lorsque T tend vers 400 :

x/T( Q:§> AN(O,agrfl)

e

~2 P N . .
et 62 5 o2, ou T est la matrice des autocovariances du vecteur

(3/%7 EERE} Y;fprrl? Zt ... ’ Zt7q+1)
ot (Y3)ez est un processus autorégressif d'ordre p qui satisfait une équation de la
forme :

m=Yi— 1Yio1 — 62Yio— ... — Yy

et ot (Z;)scy, est un processus autorégressif d'ordre ¢ qui satisfait une équation de
la forme :

N =2t+ 012y 1+ 602 2+ ... + Oth,q
ou n; ~» BB(0, a%).



5.4 Phase de vérification

Deux principaux types de tests :
1. les tests concernant |'estimation des paramétres,

2. les tests concernant les hypothéses sur ¢.
> Tests sur les ordres p et ¢

Considérons un modele ARM A(p, q) de la forme
S(L)Xt = pu+ O(L)et

ol les polynémes @ et © ont toutes leurs racines de module strictement supérieur a
2

un et sont premiers entre eux, et £; est de variance oz.



L'idée générale est de faire un test de
normal) des coefficients ¢,, et 0 :

Hy :
Hi:

Hp:
H1:

ou

significativité standard (asymptotiquement

¢p:O7
¢p#07

0y=0,
04 # 0.

Pour comparer une spécification ARM A(p, q) avec une formulation ARM A(p', ¢'),
il est utile de se placer dans le cas ol I'un des modeéles est un cas particulier de I'autre.

Il n’est pas possible de tester la nécessité d’augmenter simultanément les degrés des
polynémes autorégressif et moyenne mobile.



D> Les tests concernant les hypothéses sur ¢.

L'objectif est de vérifier si la série des résidus estimés est cohérente avec I'hypothése
de bruit blanc (Gaussien).

— Deux types de tests :

1. Tests d'absence de corrélation des résidus,

2. Tests de normalité des résidus.



I) Tests d'absence de corrélation des résidus

— Le test de Box-Pierce permet d'identifier les processus de bruit blanc (i.e. les
processus aléatoires de moyenne nulle, de variance constante et non autocorrélés)

Ho @ p(1) =p(2) = ... = pe(h) =0,
Hy : il existe i tel que p(z) # 0.

— La statistique de Box-Pierce est donnée par :

h
Qn="T 3 P3(k).

k=1

Cette statistique est d'autant plus grande qu'il existe une corrélation non nulle entre
les composantes du processus (&¢) entre I'ordre 1 et I'ordre h.



Sous I'hypothése de bruit blanc

Qn L x2(h—p—aq).

— Cette statistique peut étre corrigée comme suit (statistique de Ljung-Box) :

h

Qn=T(T +2) Y_ (T —h)~p2(k).
k=1

II) Tests de normalité

On pourra utiliser par exemple le statistique de Jarque-Bera ou utiliser le test de
Kolmogorof-Smirnov.



5.5 Choix d’un modéle

Plusieurs modeles (tres différents) peuvent co-exister aprés les phases précédentes.
Cependant, il reste un certain nombre de critéres de choix :

— critére de parcimonie,
— critére de pouvoir prédictif,

— critére d'information.
> Critére de parcimonie

— Privilégier un modéle avec p + ¢ minimal.



> Critére de pouvoir prédictif

— Chercher le modéle qui donne les erreurs de prévisions les plus faibles. Il existe
divers critéres :

1. I'estimation 6% de la variance,

2. le coefficient de détermination, R2 = 1—&%/%/(0), Ay (0) étant la variance
empirique de la série initiale différenciée a I'ordre d, avec Y; = (1 — L)4Xy,

3. le coefficient de détermination modifié
_8%/(T—p—q)

2
=t oy 1)

4. la statistique de Fisher
_ Gy(0) ~83)/(T ~p—a)

F
/(T 1)

Le but est alors de minimiser (1) ou de maximiser (2), (3) ou (4).



> Critére d'information

Un critére d'information mesure la qualité de I'ajustement d'un modeéle en assignant
un codt d'information au nombre de paramétres a estimer (il existe toujours un

arbitrage entre p et ¢ en choisissant les ordres autorégressif et moyenne mobile).

— Le critére d'information le plus naif est celui de la variance résiduelle :

> 18,
&p,q = ? Z & (p,q)
t=1
ou &¢(p, q) est le terme d'erreur ajusté d’un modele ARM A(p, q).
— L'inconvénient de ce critére est qu'il tend a favoriser les modéles avec beaucoup

de paramétres (avec un risque de sur-ajustement) par rapport aux modéles avec peu
de paramétres (principe de parcimonie).



— L'idée est alors d'introduire des critéres de pénalité pour le nombre de paramétres :
les critéres d'information différent dans la maniére de pénaliser le nombre de para-
meétres estimés.

— L’objectif étant de pouvoir comparer des modeéles qui ne sont pas nécessairement
emboités les uns dans les autres, on se fonde sur une mesure de |'écart entre la
vraie loi inconnue (du modele implicite satisfaisant les données ou loi du processus
générateur des données) et le modele proposé (les modeles ARM A par lesquels on
cherche a approximer le modeéle implicite des données).

— Il s'agit alors de sélectionner la meilleure approximation, i.e. celle pour laquelle la
distance au vrai modele est la plus faible.

— La mesure retenue est habituellement la quantité d'information de Kullback entre
les densités de probabilité de deux modéles.



DEFINITION :

Soit f la densité de probabilité inconnue des observations et {f(x), f € Fpq} la
famille de densités correspondant au modéle ARM A(p, q), I'écart entre la vraie loi
et le modeéle est mesuré par :

o Fo) = i 105 (2D) ooy

Cette quantité est toujours positive et ne s'annule que si fp appartient a Fp q.

Cette quantité est inconnue et on cherche donc a minimiser un estimateur de cette

mesure.



Plusieurs estimateurs de la quantité d'information ont été proposés :

1. Le critére d'Akaike :

p+q

AIC(p,q) = IOg(Up q) +2—— T

Le modele (c'est-a-dire la combinaison (p, q)) est choisi par minimisation du critére
AlC.
Remarques :

1. Il peut exister plusieurs minima (i.e., combinaisons (p, ¢) qui donnent la méme
valeur pour le critere AIC);

2. Le critere AIC dépend de I'hypothése de normalité;

3. Le critere AIC tend a sur-paramétriser (3 partir de simulations de Monte
Carlo) ;



4. Le critere d'Akaike n'est pas convergent (la probabilité de sélectionner le bon
modele ne converge pas vers 1 lorsque le nombre d'observations tend vers I'infini).

2. Le critére de Schwartz :
Iog T

BIC(p,q) = log(62,4) + (p + )

— Le modele (c'est-a-dire la combinaison (p, q)) est choisi en minimisant le critere
BIC.

— Le critere BIC tend a pénaliser plus les modéles avec un plus grand nombre de
paramétres que le critere AIC, i.e. le critere BIC tend a choisir des modéles avec
moins de paramétres.

— Le critéere BIC est (fortement) convergent (la probabilité de sélectionner le bon
modele converge (presque siirement) vers 1 lorsque le nombre d'observations tend
vers l'infini).



3. Le critére d'Akaike corrigé :

p+qg+1

AICC =log(62,) +2———.
(p,q) = log(&p.q) + 27— ——

— L'objectif est de corriger le "biais de surparamétrisation" du critére AlIC.

— Les criteres AIC et AICC sont asymptotiquement équivalents.

— Ce critére est trés utile lorsque la taille de I'échantillon est faible.

— Le critére de pénalité est compris entre celui du critere AIC' et celui du critére

BIC.

4. Le critére d'Hannan-Quinn :

p+q
T

HN(p,q) = Iog(&gﬁq) + cloglogT

avec ¢ > 2.



— Le critére HN est (fortement) convergent.

— Les criteres AIC et BIC sont généralement préférés.

En pratique, on utilise souvent la régle suivante :
1. Fixer les bornes supérieures des ordres AR et M A : pmax €t ¢maz

2. Estimer tous les modeles ARM A(p, q) (000 < p < pmaz et 0 < ¢ < gmaz)
en utilisant un échantillon commun.

3. Choisir le ou les meilleurs modéles en minimisant les critéres d'information
précédents.



— Remarques :

1. La détermination du modéle final ne se fonde pas nécessairement sur un de ces
criteres (le meilleur modele in-sample n'est pas nécesairement le meilleur modele
out-of-sample) ;

2. Les critéres d'information peuvent recommander des modéles différents.

3. Il peut étre utile de considérer les modéles “adjacents” (i.e. ceux dont la valeur
du critére d'information est proche du minimum).



o Sous @

Pour estimer les paramétres d'un processus ARIM A(p, d, q), on utilise la fonction
arima(x, order = c(0, 0, 0),

seasonal = list(order = c(0, 0, 0), period = NA),

xreg = NULL, include.mean = TRUE,

transform.pars = TRUE,

fixed = NULL, init = NULL,

method = c("CSS-ML", "ML", "CSS"),...)

Pour estimer un processus AR, on utilise la fonction
ar(x, aic = TRUE, order.max = NULL,
method=c("yule-walker", "burg", "ols", "mle", "yw"),

na.action, series, ...)



5.6 Exemples

> Simulation d'un AR(1) avec ¢ = 0,7

ts.sim <- arima.sim(list(order = c(1,0,0), ar = 0.7), n = 500)
— Estimation automatique a I'aide du critere AIC

recl <-ar(ts.sim)
recl
recl1$x.mean

sqrt(diag(recl$asy.var.coef))



> recl
Call
ar(x = ts.sim)
Coefficients :
1
0.6698
Order selected 1 sigma”2 estimated as 0.914
> recl$x.mean
[1] 0.07958582
> sqrt(diag(recl$asy.var.coef))
[1] 0.03327462



— Estimation des coefficients d'un AR(1)

rec2 <-arima(ts.sim, order = c(1,0,0))
rec2
> rec2
Call :
arima(x = ts.sim, order = c(1, 0, 0))
Coefficients :
arl intercept
0.6698 0.0739

s.e. 0.0331 0.1286

sigma”2 estimated as 0.909 : log likelihood = -685.9, aic

1377.8



— Estimation des coefficients d'un AR(2)

rec3 <-arima(ts.sim, order = c(2,0,0))
rec3
> rec3d
Call :
arima(x = ts.sim, order = c(2, 0, 0))
Coefficients :
arl ar2 intercept
0.6518 0.0268 0.0735

s.e. 0.0447 0.0447 0.1320

sigma®2 estimated as 0.9083 : log likelihood = -685.72, aic

1379.45



> Simulation d'un ARIMA(1,1,1) avec ¢ = —0,3, 6 =0,5

ts.sim <- arima.sim(list(order = c(1,1,1), ar = -0.3, ma=0.5), n = 500)
— Estimation des coefficients d'un ARIMA(1,1,1)

> recl <-arima(ts.sim, order = c(1,1,1))
> recl
Call :
arima(x = ts.sim, order = c(1, 1, 1))
Coefficients :
arl mal

-0.2226 0.4267

s.e. 0.1888 0.1748

sigma”2 estimated as 0.9484 : log likelihood = -696.25, aic = 1398.49



— Estimation des coefficients d'un ARIMA(0,1,1)

> rec2 <-arima(ts.sim, order = c(0,1,1))
> rec2
Call :

arima(x = ts.sim, order = c(0, 1, 1))

Coefficients :
mal
0.2137
s.e. 0.0461

sigma”2 estimated as 0.9507 : log likelihood = -696.84, aic

1397.68



— Estimation des coefficients d'un ARIM A(1,1,0)

> rec3 <-arima(ts.sim, order = c(1,1,0))
> rec3
Call :

arima(x = ts.sim, order = c(1, 1, 0))

Coefficients :
arl
0.1866
s.e. 0.0440

sigma”2 estimated as 0.9556 : log likelihood = -698.13, aic = 1400.27



> Concentrations en CO; - Modélisation des résidus issus des moyennes mobiles
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— Estimation des coefficients d'un SARIM A(1,1,6)(0,1,1)

arima(x = resi, order = c(1, 1, 6),

seasonal = list(order = c(0, 1, 1), period = 12))
Coefficients :
arl mal ma2 ma3
0.5621 -1.4565 0.2992 0.0003
s.e. 0.2622 0.2829 0.2633 0.0929
mad mab ma6é smal
0.0075 0.0949 0.0551 -0.8848
s.e. 0.0909 0.1556 0.2139 0.0211

sigma”2 estimated as 0.05189 : log likelihood = 18.18, aic = -18.36
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> Concentrations en CO; - Modélisation des résidus Buys Ballot
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— Estimation des coefficients d'un SARIM A(0,1,7)(1,0,0)

arima(x = resi, order = c(0, 1, 7),
seasonal = list(order = c(1, 0, 0), period = 12))
Coefficients :

mal ma?2 ma3 ma4

-0.2928 -0.0361 -0.0867 -0.0370

s.e. 0.0405 0.0420 0.0422 0.0414
mab ma6 ma’7 sarl
0.0183 -0.0704 -0.0869 0.1039
s.e. 0.0441 0.0450 0.0415 0.0416

sigma”2 estimated as 0.0848 : log likelihood = -114.64, aic = 247.29
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> Concentrations en CO5 - Série - tendance par la méthode de Buys Ballot
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— Estimation des coefficients d'un SARIM A(0,1,1)(0,1,1)

arima(x = resi, order = c(0, 1, 1),
seasonal = list(order = c(0, 1, 1), period = 12))
Coefficients :
mal smal
-0.3809 -0.8765
s.e. 0.0419 0.0207

sigma”2 estimated as 0.08836 : log likelihood = -133.55, aic = 273.1
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6 Prévisions

6.1 Le lissage exponentiel

Il s’agit d’'une méthodologie permettant des calculs de prévisions ne reposant sur
aucun (ou presque) modéle.

1. Lissage exponentiel simple

On dispose d’observations d'une série temporelle : X1, ..., Xp. On cherche a prédire
les valeurs futures. Pour tout coefficient « € (0, 1), appelé constante de lissage, on
définit la série lissée
X = -a)(Xi+aXi1+a?Xi o+...+a71Xy)
t—1
= (1-a)) X, t=1,..T.
Jj=0



REMARQUES :

— Les observations les plus récentes ont I'influence la plus grande (décroissance ex-
ponentielle) :

- si o est proche de 0, il y a une faible influence du passé éloigné (prévision
souple)

- si « est proche de 1, il y a une forte influence du passé éloigné (prévision
rigide)

— Formule indépendante de h. Notation : X'T.
> Formules de mise a jour

On a directement

1) : ):(T = OiXTfl tA-a)Xr
(2« Xr=Xr_1+ @1 —-a)(Xp— Xr_1)



Formule (1) : moyenne pondérée entre la derniére observation et la prévision faite en
T-1.

Formule (2) : mécanisme de correction d’erreur. Nécessité d'initialiser les algorithmes
de mise a jour (par exemple X7 = X1).

> Interprétation

Supposons que la tendance soit a peu prés constante sur la période d'observation :
Xi=a+u, (w)~BB(0,0?), t=1,..,T.

On peut estimer a par moindres carrés en considérant le programme

T-1 )
min z‘;(XT_j —a).
]:



Plus généralement, considérons le programme (moindres carrés pondérés)
T-1

. ; 2
min ZO o (Xp_j —a)’.
]:

On obtient facilement la solution

11—«
a= (g_aT))Z iX, ;.

Donc pour T assez grand, on a & ~ Xp. Xp s'interpréte donc comme la constante
qui approxime le mieux la série “au voisinage” de T'. Il s'agit donc d'une méthode
utilisable lorsque la série est approximativement constante au voisinage de T (loca-
lement constante)

> Choix de la constant de lissage

- Critéres subjectifs : plus ou moins grande souplesse. Choix conseillé par Brown
(inventeur de la méthode) : &« =0, 7.



- Critére objectif : on choisit la constante qui minimise la somme des carrés des
erreurs de prévision aux dates 1,...,7T —1:

T-1 T— t—1

3 (X1 — Xe)? = Z (Xer1— (1 —a) Y oI Xy )2

t=1 t=1 7=0



2. Lissage exponentiel double

Cette méthode est plus générale, et plus adaptée aux séries temporelles présentant

une tendance non constante.

Supposons que I'on ajuste la série, au voisinage de T', par une droite :
Xi=a1+ (t—T)as+us,  (w)~ BB(0,6°), t=1,..,T.
De maniére analogue, on considére le programme :
T-1 )
. j o .
min ), o (Xr—j — a1+ azj)

pour une prévision & horizon h :

Xrp(h) = a1(T) + hay(T),



ou a1(T) et ax(T) sont les solutions du programme. La résolution du programme
donne (pour T grand) :

a1(T) = 251(T) — S2(T)

ao(T) = TS1(T) - 5(T)]
T-1
SI(T) = (1—a) > o/ Xp_; (série lissée)
j=0

-1
So(T) = (1—a) > o?Si(T —j) (série doublement lissée).
j=0

Ces formules ne sont généralement pas utilisées en pratique.



> Formules de mise a jour

On obtient (apres quelques calculs) :
a(T) = a(T —1)+ax(T — 1)+ (1 — o?)[Xp — Xp_1(1)]
a(T) = a(T—1)+ (1 — a)’[Xp — Xp_1(1)]

Pour utiliser ces formules il faut initialiser I'algorithme ; par exemple d1(2) = X> et
as(2) = X — X3.

> Interprétation des formules de mise a jour

Supposons que I'on ait fait une prévision parfaite a ladatet — 1 : Xp = XT—l(l)-
On aurait

a1(7) a1(T — 1)+ a(T — 1)
a(T) = a@(T-1)



Les droites de prévision sont donc les mémes aux dates 7'—1 et T". Dans les formules
de mise a jour, il y a en plus des termes proportionnels a la derniére erreur de prévision.

> Autres formules de mise a jour

On a
Xr_1(1) = a1(T — 1) + ao(T — 1).
Donc
ay(T) = (1—o®)Xp+a?Xp_1(1)

a (1—a)?
2(T) (1=a?)

S (1) — (T~ 1) + 2T - 1)



3. Méthode de Holt-Winters non saisonniére

Comme pour le lissage exponentiel double, on suppose que la série s'ajuste, au voi-
sinage de T', par une droite

Xi=a1+ (t —T)ag + ut.
On introduit 2 constantes de lissage 0 < 8 < 1, 0 < v < 1. On choisit les formules
de mise a jour :
a(T) = (1-8)X7p+B8(ar(T — 1) + ax(T - 1))
ax(T) = (1—y)(a1(T) — axy(T — 1)) +~vax(T — 1)

pour une prévision & horizon h :

Xr(h) = a1(T) + hao(T).

Cette méthode est plus flexible que le lissage exponentiel double, mais il faut choisir
deux constantes de lissage.



On peut minimiser en (3 et ~y le critére

T-1

3 (X1 — Xe(1))2
=1

Pour initialiser les constantes, on peut prendre par exemple @1(2) = X, et @2(2) =
Xo — X,



4. Méthode de Holt-Winters saisonniére
La composante saisonniére est introduite de maniére additive. On suppose qu’au
voisinage de T', la série peut &tre approchée par

Xt =a1+ (t —T)ap + St + uyg, (ut)NBB(O,O'Z), t=1,..,T,

ou Sy est un facteur saisonnier prenant s valeurs différentes (inconnues) : Sy, ..., Ss.
On impose, pour des raisons d'identifiabilité, S; + ... +.Ss = 0.

> Formules de mise a jour
al(T) = (1= B)(Xr —Sr_) + Bax(T — 1) + ax(T — 1))

a(T) = (1—9)(a1(T) —ay(T — 1)) +~vax(T - 1)
Sp = (1-08)(Xr—a(T)) +6Sr_s



o10<B<1,0<vy<1 0<§<1sontdes constantes. La prévision est :

Xp(h) = a1(T)+ hao(T) + $T+h757 pour 1 <h<s
= a1(T) + hao(T) + Spyp—2s, pour s < h < 2s,
= etc...

> Problemes pratiques

Choix des 3 constantes de lissage : I'estimation par balayage peut étre assez longue

Initialisation des formules de mise a jour : prenons par exemple s = 4; on commence
par fixer :

- a1(1) = a1(2) = @1(3) = a1(4) = moyenne de la premiére année;
- (1) = a2(2) = a2(3) = az(4) = 0.

Puis on initialise les coefficients saisonniers :

§4 = X4 — a1(4); §3 = X3—a1(3) etc . ..



Avantages des méthodes de lissage :

- mise en oeuvre simple : les équations de prévision sont faciles a interpréter et
les calculs rapides,

- méthodes ne reposant sur aucun modéle,

- méthodes parfois aussi performantes que des méthodes plus sophistiquées,

- méthodes "robustes" : elles permettent de travailler sur des séries courtes ou
changeant de structure.
Inconvénients des méthodes de lissage :

- méthodes adaptées a certains types de séries seulement,

- arbitraire (choix des constantes de lissage),

- optimalité des prévisions obtenues ?



6.2 Prédiction dans un modéle ARIMA

1. Introduction

On dispose des données x1, . .., xp réalisations des variables aléatoires X7, ..., Xp.
Ces observations sont compatibles avec un modéle ARIM A(p, d, q) :

O(L)AYX; = p+ O(L)ey
ou
(L) = 17¢1L7...7¢pL1’
O(L) = 1—-601L—...—64L1

avec d°(®) = p, d°(©) = q, Var(et) = 2, et ou les hypotheses sur les polynomes
de retard et (e¢) sont satisfaites.

Les paramétres du modeéle ont été estimés et on cherche a prédire la valeur de
X741,-.., X74p sachant un certain ensemble d'information a la date 7.



2. Prévisions dans un AR(p)

Soit le processus stochastique (X;) autorégressif d'ordre p satisfaisant I'équation :

Xt=p+¢1Xe—1+ ...+ &pXe—p+er,

ol les ¢;, j = 1,...,p, sont des nombres réels (avec ¢, # 0) et (g¢);cz est un
bruit blanc faible de variance og. Les racines du polynéme :
S(u) =1~ dru—...— ppu?

sont de module strictement supérieur & 1, et (e¢);c7 est I'innovation du processus.

DEFINITION :
La prévision linéaire optimale de X7 sachant X est définie par :

X7 n = EL(X74p|1, X7).



En particulier,

X711 = pt+ o Xr+ .+ e X1y
TXT4o = U+ d17 X741+ G2 X7+ + X120

et
h—

X7 =+ Z b5 TXTynj+ Z i XT4h—j
J=1 Jj=h

On obtient ainsi une équation de récurrence :

¢(L)TX}+h =u& ¢(L)TY1>5+h =0
avec Y7, =1 XF, ,—p/P(1). 7Y, est la solution de I'équation de récurrence
de polynéme caractéristique zP®(z~1). On en déduit que 1Y}, est de la forme :

T m,-fl

* _ hi19
TYP =) Y ki
i=1 j=1



ol les 1/A; sont les racines distinctes de ®(2) et sont de multiplicité m;, et les ay;
sont obtenus & partir des p conditions initiales (observations ou prévisions).

DEFINITION :
L'erreur de prédiction a I'horizon h est définie par :
h—1

rerih = Xrih —1 XTon = D GEThj
Jj=0

ot les a; sont les coefficients de la représentation moyenne mobile infinie du proces-
sus :

00
Xe=m+ Z ajEt—j.
j=0

La variance de I'erreur de prédiction est donnée par :

h—1

2 2

Var(reryn) = ot Z aj.
=0



3. Prévisions dans un M A(q)

Soit le processus stochastique (X;) moyenne mobile d’ordre ¢ satisfaisant I'équation :
Xe=p+0O0(L)et =p+er— 01601 — ... —bget—q,

oilles @, j =1,...,q, sont des nombres réels (avec 04 # 0) et (e¢);c7 est un bruit
blanc faible de variance ag. Les racines du polynéme :

O(u) =1—01u—... —fqu?
sont de module strictement supérieur a 1, alors (£¢);c7 est I'innovation du processus.
DEFINITION :
La prévision linéaire optimale de X7 sachant X est définie par :

X7y p = EL(Xpp)| X7) = EL(X71pleT)-



Cette prévision optimale est donnée par :
X7y, = psih>gq

q
Xy = m= Y OErinjsih<q
Jj=h
Cette forme est exacte mais n'est pas utilisable en pratique car les £;_; ne sont pas
observés pour k > 0.

Pour déterminer de maniére pratique les prédictions linéaires d’un processus M A(q),
on peut utiliser la représentation autorégressive infinie :

@_1(L)Xt =m-+é&t
avec m = p/©(1). On obtient :

o0 o0
Xp=m—Y apXp_p+er Xpppn=m— Y apXpip_k+erin
k=1 k=1



et on en déduit donc :

o0
X7 = m— ) qpXri1 g
=1
h—1 00
* *
rXPen = M= Y a 7XTyhk— D GXTih ke
=1 k=h

En pratique, on n'observe pas les X pour t < 0. On obtient une prévision approchée
en tronquant :

h—1 T+h

Xpp=m— > X -3 ax

TAT4+h =M Ak TAT+h—k A AT +h—F-
k=1 k=h

DEFINITION :
L'erreur de prédiction a I'horizon h est définie par :
min(h,q)
rerin = Xrin —17 X74p = % Ojer4h—j-
j=



La variance de I'erreur de prédiction est donnée par :

min(h,q)

2 2
VGT(T6T+}L) =0¢ E 0]'.
J=0



4. Prévisions d'un ARM A(p, q)

Soit le processus stationnaire, (X;) défini par :

Xt = p+dr X1+ +pXep
+er — 0181 — ... — O¢e1—¢
O(L)X; = p+0O(L)e

oules ¢;, j = 1,...,p etles 8 j = 1,...,q, sont des nombres réels (avec
¢p # 0 et 0q # 0) et (e¢)cz est un bruit blanc faible de variance o2, ® et © sont
des polyndmes de retard dont toutes les racines sont de module strictement supérieur
a un et premiers entre eux et (g¢);c7 est donc I'innovation du processus.
DEFINITION :

La prévision linéaire optimale de X sachant X est définie par :

X7 = EL(X744|X7)-



Cette prévision optimale est donnée par :

h—1 q
TXPan =0+ D G5 X ypj+ Z G X7 h—j —In<q D_ OjeT+h—j-
Jj=1 Jj=h j=h

Si h > g, on obtient une équation de récurrence comme dans le cas d'un processus
AR(p)

Si h < g, la prévision linéaire optimale est exacte mais n'est pas exploitable. Dans
cette perspective, on peut utiliser I'écriture AR(co) et obtenir ainsi des prévisions
approchées en tronquant.

DEFINITION :

L'erreur de prédiction a I'horizon h est définie par :
h—1

rerih = Xrph =17 XTon = Y 6567 4h—j
j=0



ot les §; sont les coefficients de la représentation moyenne mobile infinie du proces-
sus :

00
Xi=m+ Z (Sjé‘t,j.
i=0

La variance de I'erreur de prédiction est donnée par :

h—1

Var(reryp) =02 Y. 65,
j=0



5. Prévisions d'un ARIM A(p, d, q)

Soit le processus stochastique (X¢);>_,—q défini par :

1-L)X = p+¢1(1— L)Xy 1 +... + 6,(1— L)Xy
+et — 018t_]_ — .. ath_q,
O(L)(1—L)IX; = p+O(L)e
ot les ¢;, 7 = 1,...,p, et les 0;, j = 1,...,q, sont des nombres réels (avec

¢p # 0 et g # 0) et (et)iez est un bruit blanc faible de variance 02, et les
conditions initiales

Z_ 1= {)(',]_7 e 7X—p—d7 E_15--+) 5—11}
sont telles que :

Cov(et, Z_1) =0Vt > 0.



On suppose que toutes les racines des polyndmes ® et © sont de module strictement
supérieur a 1, et on obtient ainsi la représentation canonique minimale. On peut
toujours supposer que . = 0 en considérant le processus

V(L)Y = ©(L)e
avec W(L) = ®(L)(1 — L) et Y; = Xy — m.
DEFINITION :
La prévision linéaire optimale de Y7, sachant Y7, Z_ est définie par :

Y7 = EL(Ypi4|Y1, Z-1).
On peut utiliser I"'approximation autorégressive :

t
YVi=— ajY j+H)Z 1+e
Jj=1



avec H(t) € RPHIH4 et limy o ||H(t)|| = 0. On obtient :

T+h
Yron = — > aYppj+ H(T+Rh)Z 1 +eryy
J=1
T+h
TYih = = > aj Y+ H(T +h)Z
Jj=1
avec TYiijh—j =Y p_jsi g < h. Une approximation est donnée par

T+h
O % _ Ok
Y h == Y aj 7Y .
j=1

Pour h > g, on obtient une équation de récurrence de polynéme caractéristique
ZPTay(z=1). D'on

T mi—l

.
TYn =Y Y. aigAihl.
i=1 j=1



o Sous @

Pour prédire les valeurs d'un processus ARIM A(p, d, q), on utilise la fonction

predict(object, newdata, se.fit = FALSE, scale = NULL, df = Inf,

interval = c("none", "confidence", "prediction"),

level

0.95, type = c("response", "terms"),

terms = NULL, na.action = na.pass,

pred.var = res.var/weights, weights =1, ...)



DONNEES REELLES :

> Concentrations en CO»

On a retiré les 12 derniéres données et on a estimé le modéle. On compare ensuite les
valeurs observées des 12 derniers mois aux valeurs données par les différents modéles.

On consideére les prévisions obtenues par :
— la méthode de Holt-Winters saisonniére,

— la méthode basée sur un modele SARIMA(0,1,1)(0,1,1) estimé sur la série :
données initiales - tendance issue de la méthode de Buys-Ballot.



> Prévision par la

Observed / Fitted
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> Prévision par la méthode SARIM A
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7 Fonctions R pour I'analyse des séries temporelles

(extrait de http ://cran.r-project.org/doc/contrib/Ricci-refcard-ts.pdf)
Here are some helpful R functions for time series analysis. They belong from stats,
tseries, ast and Imtest packages and grouped by their goal.

INPUT
- cycle() : gives the positions in the cycle of each observation (stats)

- deltat() : returns the time interval between observations (stats)

- end() : extracts and encodes the times the last observation were taken (stats)
- frequency() : returns the number of samples per unit time (stats)

- read.ts() : reads a time series file (tseries)

- start() : extracts and encodes the times the first observation were taken (stats)
- time() : creates the vector of times at which a time series was sampled (stats)

- ts() : creates time-series objects (stats)



- window() : is a generic function which extracts the subset of the object 'x’ observed
between the times 'start’ and 'end’. If a frequency is specified, the series is then
re-sampled at the new frequency (stats)

TS DECOMPOSITION
- decompose() : decomposes a time series into seasonal, trend and irregular com-

ponents using moving averages. Deals with additive or multiplicative seasonal com-
ponent (stats)

- filter() : linear filtering on a time series (stats)

- HoltWinters() : computes Holt-Winters Filtering of a given time series (stats)

- sfilter() : removes seasonal fluctuation using a simple moving average (ast)

- spectrum() : estimates the spectral density of a time series (stats)

- stl() : decomposes a time series into seasonal, trend and irregular components using
'loess’ (stats)

- tsr() : decomposes a time series into trend, seasonal and irregular. Deals with
additive and multiplicative components (ast)



TESTS
- adf.test() : computes the Augmented Dickey-Fuller test for the null that 'x’ has a

unit root (tseries)

- Box.test() : computes the Box-Pierce or Ljung-Box test statistic for examining the
null hypothesis of independence in a given time series (stats)

- bds.test() : computes and prints the BDS test statistic for the null that 'x" is a
series of i.i.d. random variables (tseries)

- bptest() : performs the Breusch-Pagan test for heteroskedasticity of residuals (Im-
test)

- dwtest() : performs the Durbin-Watson test for autocorrelation of residuals (Imtest)
- jarque.bera.test() : Jarque-Bera test for normality (tseries)

- kpss.test() : computes KPSS test for stationarity (tseries)

- shapiro.test() : Shapiro-Wilk Normality Test (stats)



STOCHASTIC MODELS
- ar() : fits an autoregressive time series model to the data, by default selecting the

complexity by AIC (stats)

- arima() : fits an ARIMA model to a univariate time series (stats)

- arima.sim() : simulate from an ARIMA model (stats)

- arma() : fits an ARMA model to a univariate time series by conditional least squares
(tseries)

- garch() : fits a Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic GARCH(p,
q) time series model to the data by computing the maximum-likelihood estimates of
the conditionally normal model (tseries)

GRAPHICS

- lag.plot : plots time series against lagged versions of themselves. Helps visualizing
"auto-dependence" even when auto-correlations vanish (stats)

- monthplot() : plots a seasonal (or other) subseries of a time series (stats)

- plot.ts() : plotting time-series objects (stats)



- seaplot() : plotting seasonal sub-series or profile (ast)

- seqplot.ts() : plots a two time series on the same plot frame (tseries)

- tsdiag() : a generic function to plot time-series diagnostics (stats)

- ts.plot() : plots several time series on a common plot. Unlike 'plot.ts’ the series can
have a different time bases, but they should have the same frequency (stats)

MISCELLANEOUS

- acf(), pacf(), ccf() : the function 'acf’ computes (and by default plots) estimates
of the autocovariance or autocorrelation function. Function 'pacf’ is the function
used for the partial autocorrelations. Function 'ccf’ computes the cross-correlation
or cross-covariance of two univariate series (stats)

- diff.ts() : returns suitably lagged and iterated differences (stats)

- lag() : computes a lagged version of a time series, shifting the time base back by a
given number of observations (stats)
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