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Chapitre 1

Arrét optimal a temps discret

Soit (§2,.27,P) un espace de probabilité muni d’une filtration & temps discret (%, )n>0. On inter-
préte la tribu %, comme l'information disponible au temps n > 0. Une variable aléatoire 7 : Q —
{0,1,...,00} est un temps d’arrét pour la filtration (.%,)n>0 si {7 < n} € %, pour tout n > 0. On
note .7 l'ensemble des temps d’arréts pour la filtration (.%,)n>0 et on définit

On consideére une suite (Z,),>0 de variables aléatoires réelles, adaptée a la filtration (%, ),>0, et
telle que

(1.1)

n=0

E [sup | Z|

Cette suite (Z,,)n>0 est appelée suite de gains ou de récompenses (en théorie des jeux). Un probléme
d’arrét optimal s’écrit
V*=supE|[Z;], (1.2)
T

ou le supremum est pris sur un ensemble de temps d’arréts. Résoudre ce probléme consiste a

— calculer / caractériser la valeur optimale V*,

— trouver un temps d’arrét optimal T pour lequel le sup est atteint.
Il est souvent impossible de déterminer explicitement (analytiquement) ce temps d’arrét optimal et
la valeur optimale, mais il existe des algorithmes efficaces permettant de résoudre numériquement ces
problémes.

1.1 Probléme a horizon fini

Tout d’abord on s’intéresse au probléme (1.2) dans le cas ot le supremum est pris sur 7. Plus
précisément on considére pour N fixé, une suite (V¥ )ocn<n de fonctions valeurs définies par

VN = sup E[Z,;] pour 0<n < N. (1.3)

n
TeITN

Voici quelques exemples pour illustrer ce probleme.

Jeu Rouge/Noir
On dispose d’un jeu de 52 cartes composé de 26 cartes rouges et 26 cartes noires. Le joueur
part d’une fortune initiale nulle (Zy = 0), et a 'étape n € {1,...,52} il tire une carte et gagne
+1 si la carte est noire ou perd —1 si la carte est rouge. La carte est alors retirée du jeu et le
joueur décide de continuer le jeu ou de quitter le jeu avec sa fortune actuelle. Comment jouer
"au mieux" a ce jeu? Quelle est la valeur de ce jeu?
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Probléme des secrétaires (ou de la princesse, ou du mariage, etc.)

On considere NV candidats a un poste de secrétaire. On les auditionne les uns apres les autres
afin de choisir le meilleur. Apres chaque audition on décide si on embauche ce secrétaire, ou
si on essaye d’en trouver un autre meilleur. Chaque candidat a un rang intrinseque inconnu
du recruteur, de 1 pour le meilleur & N pour le moins bon. Lors d’une audition on détermine
comment le candidat actuel se place parmi les précédents, c’est a dire qu’on détermine son rang
relatif par rapport aux précédents et on note ce rang X,,. Ainsi X,, = k signifie que le n—iéme
candidat a le rang k parmi les n premiers (1 < k < n). On suppose que les candidats arrivent
au hasard. Comment choisir le meilleur 7

Options américaines dans un modele discret
Soit (Sp)n>0 un actif risqué a temps discret. Un Call américain est un contrat donnant le
droit (non l'obligation) d’acheter cet actif & un prix K (fixé dans le contrat et appelé strike)
a n’importe quel instant avant N (fixé dans le contrat et appelé maturité). Le Put américain
est un contrat similaire donnant le droit de vendre l'actif. Les prix de ces contrats, C' (Call
américain) et P (Put américain), sont donnés par

C= sup E[(S; — K)],

TE ,Z)N

P= sup B[(K - 5,)],

regN

ou le taux d’intérét est ici supposé nul et P est une probabilité bien choisie...

1.1.1 Récurrence rétrograde

Le principe de récurrence rétrograde (ou programmation dynamique) permet de résoudre le pro-
bléme (1.3) en construisant une stratégie (SY) définie de fagon récursive & partir de la valeur de la
fortune a l'instant N. En n = N on doit s’arréter et la valeur de la stratégie vaut Zy c’est a dire
Sﬁ = Zn. Enn = N —1, on peut s’arréter ou continuer. Si on s’arréte la stratégie vaut S}\\Ll =ZN_1
et si on continue la valeur SN ;| de la stratégie doit étre telle que 'on ait SN = Zx en N clest &
dire S¥ | = E[Zn | #n-_1]. De facon itérative cela revient a construire la suite de variables aldtoires
(SM)o<n<n définie par

S ]]\\; =Zn condition terminale (1.4)

SN = max (Zn,E[SéVH ’37”]) pour 0 <n <N —1 '
On consideére alors le temps d’arrét 7.V défini par

Tg:inf{ngkéN,S,iV:Zk} pour 0 <n < N. (1.5)

Dans cette premiere approche a N fini, on part de 'algorithme (intuitif) (1.4) et du temps d’arrét
(1.5) puis on prouve par la théorie des martingales que cet algorithme résoud bien le probleme et que
le temps d’arrét est optimal.

Dans I'approche a horizon infini (Section 1.2) on fera la démarche inverse en partant de I’enveloppe
de Snell (cf. définition ci-dessous) associée au probléme on montrera que sa dynamique vérifie les
équations similaires & (1.4) et que le temps d’arrét optimal (s’il est fini p.s.) vérifie (1.5) avec N = oo.
On suppose dans un premier temps que ’espace de probabilité est fini ou dénombrable. Ainis ’ensemble
TN est dénombrable et on peut considérer la variable aléatoire sup,c g~ E[Z; | Fn)].

Théoréme 1.1.1 (Enveloppe de Snell) Soit 0 < n < N fizé. Alors on a

SN>EI[Z, | %] pourtoutTc TN,

SY =Bz | %], 0

en particulier SN = sup,c o~ E[Z; [ Fy] et le sup est atteint en 7N, La suite (S2),>0 est appelée
enveloppe de Snell de la suite (Zy)n>0-
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PREUVE La preuve se fait par récurrence rétrograde. En n = N, par définition Sﬁ =Zn et Tﬁ =N
donc (1.6) est vrai. Supposons (1.6) vraien n € 1,..., N fixé, et montrons que la relation est vérifiée
enn— 1.

Soit 7 € N, alors

E [ZT | ﬁn,l] = anll{’r:n—l} + 1{T>n}E [ZTVTL | ynfl] . (17)

D’une part 7V n € ZN donc par hypothése de récurrence E [Z,vy, | Fn] < S d’ott (en précondition-
nant)

E[Z; | Zn-1] < Zn_ll{T:nfl} + 1{T>n}E [S,]LV ‘yn—l} .

En utilisant la définition (1.4) on obtient E [Z, | %#,-1] < S,

TILV_l ce qui prouve la premiere relation.

Pour montrer la seconde relation, on remarque que 7.¥ ; = 7 sur {Té\l 1= n} donc d’apres (1.7)

on a

Fact| = Zncalioy oy oy sy B2y [ Fac].

n n

En utilisant Z,,_1 = SY | sur {7']\/;1 =n— 1} et E {S,]LV ’9}1_1] = SN | sur {7']\/;1 > n} on obtient le
résultat. ]

Théoréme 1.1.2 (Caractérisation) Soit 0 < n < N fizé. La suite (S )n<ren est la plus petite
surmartingale qui domine (Zy)n<k<nN et la suite arrétée (Sg\TN)ngng est une martingale.

PREUVE Par la définition (1.4) on a clairement
St > B[SV, | 7

donc (SN),<r<n est une surmartingale, et toujours d’aprés la définition on a Si¥ > Zj pour tout
n<k<N.

Soit (S )n<r<ny une autre surmartingale qui domine (Zg)r<n<n. Notons quen I = N on a SN >
Zn = S¥. Si on suppose cette relation vraie en [ € {n+1,..., N} alors on a

SN, = max (Zl_l, E [SZN

|
< max (Zlfl, E [SZN ‘ﬁl,l}) < gljil p.S.

et la relation de domination est prouvée.
Montrons que la suite arrétée en 727 est une martingale. Soit k € {n,..., N — 1} fixé. Alors

B [S(]\IQH)/\TJL" "%“} - 1{T¥LV</€}SI?/[\TT{V + 1oy B [Sl]c\-fl—l ‘ ﬁk}

)N N _ QN
D’ou E |:S(k+1)/\T7]LV ‘ ﬁk} = Sk/\Té\, D.S. [
Théoréme 1.1.3 (Temps d’arrét optimal) Le temps d’arrét 7Y est un temps d’arrét optimal dans
(1.3), et c’est le plus petit p.s.

PREUVE Par définition de 7V on a Zn = Sﬁv donc E [Zﬁl\r} =E [Sﬁ\,] puis par la propriété de
martingale E [Sﬁv] =E [ST]LV} Soit 7 € ZN. Comme (S} ), <r<n est une surmartingale on a E [ST]LV} >

E [Sﬁv } > E[Z,] (par domination). On en déduit que 7Y est optimal.

Soit 7 un temps d’arrét optimal. Alors d’apres ce qui précede E [ZTTJLV} =E[Z+] =E [Sﬂ}, or

SN > 7.« p.s. doncon a SN =

T

Zp+ p.s. et 7° = 1V (par définition de 7V). u
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1.1.2 Cadre Markovien

On considére maintenant une chaine de Markov (X}, ),>0 & valeurs dans un espace mesurable (E, £)
de noyaux de transition (P,)n>0, et Z, donnée par

Yn >0, Z,=on(Xn) (1.8)
ol pour tout n > 0, ¢, est une fonction mesurable positive telle que ¢, (X,,) est intégrable.

Proposition 1.1.1 L’enveloppe de Snell de la suite (Zy)o<n<n €St donnée par
SN =V, (X,) pes. (1.9)

ot les fonctions Vi, 0 < n < N dont données par ’algorithme de programmation dynamique

Vn(z) = on (), (1.10)
Vo(z) = max(¢n(x), PaVpti1(z)), 0<n<N-—1
PrREUVE 1l suffit de remarquer que dans le cadre markovien on a
E SN | 7] = BViat (Xas) [ F] = PV (Xn) pes. "

Le plus petit temps d’arrét optimal est alors donné par
N =inf {0 <n < N,V (Xn) = ¢n(Xn)}.
Dans le cadre Markovien il est utile de définir

C ={(n,z), V(z) > ¢n(x)} région de continuation,
D ={(n,x), V,(x) = ¢p(x)} région d’arrét.

Lien avec le contrdle optimal et ’équation de Bellman

Il est utile de remarquer que l’algorithme (1.10) est un cas particulier d’un algorithme plus général.
Considérons une chaine de Markov controlée (X,,),>0 de noyaux de transition (P,S“))@O ou u est
un contrdle dans un ensemble mesurable(C,C). Le lien avec I'arrét optimal se fait en considérant 2
controles possibles C' = {s, c}, le controle u = s pour s’arréter (stop) et w = ¢ pour continuer. On note
(Upn)n>0 une suite de controles, c’est a dire une suite de v.a. telle que

Yn >0, U,=v,(Xo,...,X5n) (1.11)

avec v, une application mesurable a valeur dans C. Le probléme général que I'on peut traiter avec la
programmation dynamique (principe d’optimalité de Bellman) est le suivant : étant donné un horizon
N > 1, des fonctions de gains g, kK =0,..., N — 1 et vy on cherche

N—1
G(z) = Joax oy > ge(Xk, Uk) + v (Xn) | - (1.12)
v=(10,.--yVn—1 k=0

Dans la suite on suppose que toutes les quantités sont bien définies et que les v.a. sont intégrables.

Théoréme 1.1.4 On considere les fonctions G, 0 < n < N données par

Gn(z) =N (), 13
Gn(z) = maéc(gn(x,u) + PG, 1 (x), 0<n<N-1. (1.13)
uc
On note v} (x) le controle réalisant le max pour un n € {0,...,N —1}. Alors Go(z) = G(x) et

U, = v (X5) est la stratégie optimale.
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Pour faire le lien avec la Proposition 1.1.1, on ajoute un point cimetiere A & ’espace E de la chaine
de Markov (X,)n>0 et on introduit les noyaux contrdlés P suivants : pour tout A € £,

PE(A,A) =1,
PB(AA) =1.

P (w, A) = Py(x, A),
P (z, A) =0,

n

On considere les fonctions de gains g (z,u) = ¢n(x) siu = s et x € E et g,(x,u) = 0 sinon. De méme
le gain final est y(z) = ¢n(x) si x € E et v(A) = 0. Le reste est laissé en exercice !

1.1.3 Exemples
Le jeu « red/black »

On modélise le jeu de la facon suivante. Soit (X,)o<n<n (avec N = 52) la chaine de Markov qui
représente le nombre de cartes noires tirées depuis le début du jeu. Pour n fixé, X,, est a valeurs dans
{(n—%ﬂ,...,n/\%} C E avec E = {0,...
Markov sont données par

,%} Les transitions (P,)o<n<n—1 de cette chaine de

(N/2 —z)/(N —n) siy=xz+1,
Ve,y e E, Py(z,y) =< (N/2—(n—2x))/(N—-n) siy=ux,
0 sinon.

Les fonctions de gains ¢,, sont données par ¢, (x) = 2z — n.
Les fonctions valeurs V,, obtenues numériquement en programmant ’algorithme (1.10) sont illus-
trées dans la Figure 1.1.3 pour N = 8 et dans la Figure 1.1.3 pour N = 52

4.0
4 o
3.0 3.0
O 0
2 o & O
1.3 1.2 1.0 1.0
® ® ® ®
1.0 0.85 0.67 . 0.
o ® o o o o
0.66 0.5 0.33 0.0
° ® ° °
0.4 0.25 0.0
-2 o o o
0.2 0.0
3 °
~4 o
0 2 4 6 8

FIGURE 1.1 — Jeu « red/black » avec 8 cartes dont 4 cartes noires. Les points représentent le domaine
(n, pn(x)) avec la région de continuation en vert et la région d’arrét en rouge. Les labels sur les points
donnent la valeur de la fonction valeur V(n,z) = V,(z) en ces points.
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FIGURE 1.2 — Jeu « red/black » avec 52 cartes dont 26 cartes noires. Les points représentent le domaine

(n, pn(x)) avec la région de continuation en vert et la région d’arrét en rouge.

Le probléme des secrétaires

Soit X,, le rang relatif du n—iéme candidat (parmi N candidats). Alors les v.a. X,, sont indépen-

= N 1{z=1}

.,n}. Les fonctions de gains ¢,, sont données par ¢y, ()

(pourquoi ?). Le résultat numérique de I’algorithme de programmation dynamique est représenté dans

dantes et X, est uniforme sur {1, ..
la Figure 1.1.3.
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F1GURE 1.3 — Représentation des fonctions valeurs du probléme des secrétaires. Les points représentent
le domaine (n,x) avec la région de continuation en vert et la région d’arrét en rouge.

1.2 Probléme a horizon infini
Il s’agit maintenant de considérer le probleme a temps discret mais d’horizon infini c’est a dire

V* = sup E[Z;], (1.14)
T€ED

ol (Zy)n>0 est une suite de v.a. réelles, adaptée a la filtration (., ), >0 et vérifiant (1.1). Dans la section
précédente ou ’horizon est fini N < oo on a utilisé la condition terminale et la récurrence rétrograde
pour résoudre le probleme en un sens stochastique : construction du processus (S,]TV Jo<n<n €t on a mon-
tré que ce processus était I'enveloppe de Snell du processus (Zy, )o<n<n i-e. SN = sup,c o~ E[Z; [ F).
Dans cette section on procede différemment en étudiant les propriétés de ’enveloppe de Snell du pro-
cessus (Zp)n>N. Pour définir ce processus il faut considérer le “sup” d’une famille de v.a. (Z;);cz,
possiblement non dénombrable.

1.2.1 Borne supérieure essentielle

La notion de borne supérieure essentielle permet de considérer le “sup” d’une famille non dénom-
brable de variables aléatoires. La définition est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1 (Essential supremum) Soit (X;);cr une famille de variables aléatoires réelles in-
dexée par un ensemble I donné (dé@ombmble ou non). Alors il existe un sous-ensemble dénombrable
J* C I tel que la variable aléatoire X = supj¢ ;- X; vérifie les propriétés suivantes

1. pour touti e I, X; < X p.S.
2. si X est une v.a. telle que X; < X p.s. pour touti € I, alors X < X p.s.
Cette variable aléatoire X est notée ess sup,;c; X;i et appelée borne supérieure essentielle de la famille

(Xi)ier-

La variable aléatoire esssup;c; X; est donc la plus petite v.a. majorant la famille (X;)ier.
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PREUVE On suppose les v.a. X; a valeurs dans [0, 1] (quittg A considérer une bijection de R dans
[0,1]). Pour un sous-ensemble dénombrable J C I on pose X; = sup;c; X; qui est bien une v.a. a
valeurs dans [0, 1]. Soit J ’ensemble des sous-ensembles dénombrables de I et

aziggE[XJ}.

On consideére alors une suite (Jp,)n>0 d’éléments de J telle que lim, E {X Jn:| = «. La réunion J* =

> n €ST Ul elemen (] elque a = _J* par convergence monotone). Un note alors X = _J*.
Upso Jn est un élément de 7 tel E|[X tone). On note alors X = X

Montrons les propriétés 1. et 2. B )
Soit i € I. Alors J* U {i} est un sous-ensemble dénombrable de I et X j« g = X+ V X;. Ainsi

E[X;| =a>E[X, VX doi I'on déduit que X v X; = X ie. X; < X pas.

Soit X une v.a. telle que X; < X p.s. pour tout ¢ € I. Comme J* est dénombrable on a X >
sup;c j« X; = X p.s. [
Proposition 1.2.1 Si la famille (X;);er est un demi-treillis supérieur i.e.

Vi,jel, dkel, X;VX;<Xp ps. (115)

alors il existe une suite d’indice (in)neN telle que (X;,)nen est croissante p.s. et esssup;c; X; =
SUp,eN Xi, = limy, 00 X, p.5.

PREUVE Soit (j,)nen une suite d’indices telle que esssup;c; X; = sup,en Xj, ((Jn)nenN est obtenue
en enumérant les éléments de J*). On construit alors une suite d’indices (in)nen telle que pout tout
n>1, X;, =max (Xj,,...,Xj,, Xi,_,) p.s. n

Proposition 1.2.2 Soit (X;);e; une famille de v.a. positives vérifiant (1.15). Alors

E [ess sup Xi] =supE [X;],
il el

vBcC %, E [esssupXi
el

B] =esssupE [X; |B] p.s.
el

Le résultat est vrai pour une famille de v.a. uniformément intégrable.

1.2.2 Enveloppe de Snell

Soit (Z,)n>0 une suite adaptée par rapport a la filtration (%, )n>0 telle que E [sup,,5q|Z,|] < co.
On définit ’enveloppe de Snell de (Z,),>0 par la suite (Sy)n>0

S, =esssupE [Z; | #,]. (1.16)
TE€EIn

On rappelle que .7, correspond a I'ensemble des temps d’arrét dans [n, +o0o[ p.s. On vérifie aisément
que la suite (Sy,)n>0 est uniformément intégrable. D’autre part, pour n > 0 fixé on vérifie que la famille

(Xi)z'el = (E [ZT | ﬂn])re%

est un demi-treillis supérieur i.e. satisfait (1.15). En effet pour 71,79 € 7, on pose 7 = 1114 + 121 4¢
avec A={E[Z; | %,] 2 E[Z;, | #,]}. Alors T € 7, et

E[Z; | Fn) = max(E[Z;, | ), E [Zy, | 7))
Théoréme 1.2.2 Soit n > 0 fixé. L’enveloppe de Snell définie en (1.16) vérifie la dynamique
Sy = max(Z,, E[Spt1 | Fn]) p.s.

et E[S,] = sup,c4 E[Z;].
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PREUVE Le fait que E[S,] = sup,c 5 E[Z;] découle simplement de la Proposition 1.2.2.
On commence par prouver que S, < max(Z,, E[S,+1 | %)) p.s.
Soit T € Z,, alors
E [ZT | yn] = an{Tzn} + 1{T>n}E [er(n+1) ‘ ﬁn}

Or7V(n+1)€ 9,41 donc E [ZT\/(n—‘d) ‘ﬁnﬂ} < Spy1 et E |:ZT\/(n+1) ‘(%l} < E[Sp41 | 0] p.s. En
prenant I’esssup on obtient I'inégalité annoncée.

Montrons 'inégalité inverse. Tout d’abord, il est clair que Z,, < S, p.s. par définition de I’ess sup.
Il reste a montrer la propriété de surmartingale de (Sy)n>0 i.e. Sp = E[Spt1 | %] p.s. D’apres la
Proposition 1.2.2

E[Sn+1 | %) =E |esssupE [Z; | Fp41]

T€<7n+1

5]

=esssupE|[Z; | Z,], bp.s.
T€9n+1

<esssupE[Z; | .%,] = Sn
TE€EIn

car Ip11 C Typ,. n

Proposition 1.2.3 L’enveloppe de Snell (Sy,)n>0 définie en (1.16) est la plus petite surmartingale qui
domine (Zp)n>0 et
lim S, =limsupZ, p.s.

n—oo n—o00

PREUVE Dans la proposition précédente on a montré la propriété de surmartingale de (.Sy,)n>0. Mon-

trons qu’elle est la plus petite. Soit (S ),>0 une autre surmartingale qui domine (Z,),>0. Alors,
VreZ,, S.>Z; p.s.

Par le théoréme d’arrét appliqué avec les temps d’arréts bornés n et TAN (N > n) et la surmartingale
(Sn)n>0 on a
Sn > E |:ST/\N ‘ rg\n] > E [ZT/\N ‘ﬁn] p-s.

Comme E [sup,,~q|Zy|] < oo on a par Fatou conditionnel iminfy_,o0 E [Zran | Fp) = E[Z: | F) et
en prenant ’esssup on obtient le résultat S, > S, p.s..

La surmartingale (S,)n>0 est bornée dans L' donc converge p.s. vers une v.a. S, intégrable et
donc

limsupZ, < lim S, =S« p.s.
n—00 n—00

L’inégalité inverse s’obtient en remarquant que

vre %, E[Z;|%#,) <E |supZ,

p=n

5]

et donc S, < E {supp>n Zp ’fn} En prenant l'espérance on en déduit E[S,] < E {supp>n Zp} et
par convergence dominée E [Sy] < E[limsup,, Z,]. Ainsi (So — limsup,, Z,) est une v.a. positive
d’espérance négative et donc nulle p.s. =

1.2.3 Temps d’arrét optimal

Théoréme 1.2.3 (Caratérisation et existence) Un temps d’arrét T* € F est optimal si et seule-
ment st
Srx = Zpx p.s. et (Srean)n>0 €st une martingale.
Soit
10 =inf{n >0, S, =Z,}.
1l existe un temps d’arrét optimal si et seulement si 19 < 00 p.s., et dans ce cas 19 est le plus petit
temps d’arrét optimal p.s.
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PREUVE On rappelle que 7 € J est dit optimal s’il réalise le sup dans (1.14) i.e. §'il vérifie
E[Z;«] = sup,c4 E[Z;], et donc d’apres le Théoreme 1.2.2 si E[Z«] = E[So]. De plus (Sn)n>0
est une surmartingale qui converge dans L' donc pour tout 7 € %, E[S;] < E[Sy] et comme S
domine Z, E[Z;] < E[S;]. Ainsi 7* est optimal si et seulement si

E[Z] = E[S.] = E[So].

De E [Z;+] = E[S;«] on en déduit Z;« = S;+ p.s. (car S domine Z). La réciproque est évidente.

De E[S;«] = E[Sy] on en déduit que (S;+an)n>0 est une martingale. Par le théoréeme d’arrét
appliqué a la surmartingale (S,),>¢ uniformément intégrable, on a E[Sy] = E[S;an] = E[S:+]
pour tout n > 0. En particulier E [ST*/\(HH)} = E[S;an] et d’apres le Théoreme 1.2.2 Spxp, >
E [Sr*/\(n+1) ‘ 971} p.s. d’ou I'égalité p.s. et la propriété de martingale. La réciproque est évidente.

Soit 79 = inf {n > 0,5, = Z,}. On vient de montrer que s'il existe 7 € % optimal alors Sy« = Z,~
p.s. donc il est clair que 79 est optimal et que c’est le plus petit des temps d’arréts optimaux. Montrons
maintenant que si 79 < 00 p.s. alors (Syan)n>0 €st une martingale. On a

E [STD/\(TH‘l) ’y"] = Z Skl{m:k} + 1{To>n+1}E [Snt1 | Fnl,
k=0

or sur {70 = n+1}, S, > Z, p.s. et donc S,, = E[S,,41 | %] d’ou le résultat. m

Il est possible de caractériser le plus grand temps d’arrét optimal. Pour cela on rappelle la décom-
position de Doob d’une surmartingale intégrable.

Théoréme 1.2.4 (Décomposition de Doob) Soit (S,)n>0 une surmartingale intégrable. Il existe
une martingale (My)n>0 et un processus prévisible (An)n>o croissant, nul en 0, tel que

Vn>=0, S,=M,—A,.
Cette décomposition est unique a l’indistinguabilité preés.

Théoréme 1.2.5 Soit
Tmax = inf {n >0, A,41 >0}

Tout temps d’arrét optimal est plus petit que Tyax €t ST Tmax < +00 p.S. alors Tmax est le plus grand
temps d’arrét optimal.

PREUVE Soit 7* un temps d’arrét optimal et n > 0. Alors par la propriété de martingale E [S;«x,] =
E [So], et par la décomposition de Doob

E [S‘r*/\n] =E [M‘r*/\n] —-E [AT*/\n] =E [SO] - E [AT*/\n] .

Donc E [A;«an] = 0 et par convergence monotone A* = 0 p.s. donc 7" < Tax.
Si Tmax est fini p.s. alors Sy, an = My, an €t donc (Sr,..An)n>0 st une martingale. D’autre part

sur {Tmax =jlonaS;=M;et E[S;11 | %] =M; —Ajp1 <SjetdoncS; =275, dou S, =2

Tmax Tmax

P.S. ]



Chapitre 2

Arrét optimal a temps continu

Dans tout ce chapitre (€2, o7, P) est un espace de probabilité muni d’une filtration & temps continu
(Z¢)t=0- La filtration est supposée vérifier les conditions usuelles, elle donc continue a droite (cdd) et
compléte (la tribu 27 est compléte et .%; contient tout ensemble négligeable dans <7 1).

Un temps d’arrét par rapport a la filtration (%;);>0 est une variable aléatoire a valeurs dans
R U{+o0} telle que {T < t} € .% pour tout ¢t > 0.

Comme dans le cas discret, on introduit .7 I'ensembles des temps d’arréts par rapport a la filration
(Z+)t=0 et les sous-ensembles

2.1 Préliminaires

On rappelle quelques résultats sur les surmartingales a temps continu qu’on peut trouver avec les

preuves dans [?, RW00b, RW00a].

Théoréme 2.1.1 (Régularisation) Soit (S;)i>0 une surmartingale intégrable. Si t — EI[S;] est

continue & droite (cad) alors le processus (St)i=0 a une modification cadlag, appelée régularisée a
droite, qui est une surmartingale (par rapport a la méme filtration).

Théoréme 2.1.2 (D’arrét) Soit (S¢)i>0 une surmartingale continue @ droite, positive (ou uniformé-
ment intégrable). La limite Soo = limy_,00 Sy existe p.s. et dans L', et pour tout temps d’arrét o < 7
on a

E[S, | 7,] < S, ps.

Définition 2.1.1 (Classe (D)) Un processus adapté continu da droite (X¢)i=0 est dit de classe (D)
si la famille (X;)rcq, est uniformément intégrable.

Théoréme 2.1.3 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit (S;)i>0 une surmartingale continue d
droite de classe (D). Il existe une martingale (My)i>o et un processus prévisible croissant (A¢)i>o, nul
en 0, tels que

thO, St:Mt_At-

Cette décomposition est unique a l'indistinguabilité preés.

1. Pour plus de détails et des commentaires éclairants consulter par exemple le polycopié de Jean Jacod (pages
17-25) : http://www.proba. jussieu.fr/cours/DEA-07.pdf
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2.2 Enveloppe de Snell

Dans ce chapitre on suppose que (Z;)¢>0 est un processus adapté continu a droite tel que

Vt>0, Z;>20 et E lsupZt] < 0.
>0

Soit (S¢)i=0 le processus défini par

Vt >0, S;=esssupE[Z;|F]. (2.1)
TET:

La famille (E [Z; | .%#])reg vérifie la propriété de demi-treillis supérieur
Vi, €%, IreG, E[Z,|F|VE[Z, | F])<E[Z | F],

en considérant par exemple 7 = 7114 + 721 4¢. Cette propriété permet notamment d’utiliser la Propo-
sition 1.2.2 permettant d’échanger esssup et espérance ou espérance conditionnelle.

Théoréme 2.2.1 Le processus (S;)i>0 est une surmatingale, telle que E[S;] = sup,c 5 E [Z;], qui ad-
met une régularisation d droite. Le processus réqularisé a droite (cadlag) est la plus petit surmartingale
qui domine (Z;)i=0, est de classe (D), et est appelée enveloppe de Snell de (Z;)i=0.

PREUVE Montrons (comme dans le cas discret) que (S;);>0 est une surmartingale. Soit 0 < s < ¢,
alors

E[S; | Zs| = esssupE[E [Z; | #] | F,] = esssupE [Z; | F5] <S5 p.s.
TET TET

Par la Proposition 1.2.2 on a E[S;] = sup,¢ 4 E [S7].
Montrons maintenant 1’existence d’une régularisée a droite. Il suffit de montrer que ¢ — E [S;] est
continue a droite. Soit ¢t > 0 fixé et (t,)n>0 une suite décroissante vers ¢. Alors comme % C %,

Vn>=0, E[S,]= sup E[Z;| <E[S].
TE€ET,

D’autre part, pour 7 € %, comme Z est cad on a lim,, Z,:, = Z; et par Fatou
E[Z;] <lminfE[Z;,].
n—o0
De plus S domine Z qui est une surmartingale E [S;y, | < E[S;,] d’ou

E[Z;] <lminfE[S; ].

n—o0

On conclut en prenant le sup sur 7.
Soit (S¢)¢=0 une surmartingale cad qui domine (Z;);>0. Alors

vre %, E[Z|F)<E[S

gt:| < gt D.S.
et donc S; < S, P.S. m

Proposition 2.2.1 L’enveloppe de Snell (St)i=0 de (Zi)i=0 vérifie

lim S; = limsup Z; p.s.

t—o0 t—00
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2.3 Temps d’arrét optimal

On commence par prouver le théoréme suivant qui caractérise un temps d’arrét optimal. L’énoncé
et la preuve sont similaires a la premiere partir du Théoréme 1.2.3 a temps discret.

Théoréme 2.3.1 (Caractérisation) Un temps d’arrét 7% € F est optimal si et seulement si
Sre = Zp p.s. et (Sreat)t>0 est une martingale.

PREUVE La preuve est similaire a la premiere partie du Théoréeme 1.2.3. Par domination de S sur Z
et la propriété de surmartingale, 7* € 9 est un temps d’arrét optimal si et seulement

E[Z,] =E[S;] = E[So].

L’égalité E [Z,«] = E [S;+] est équivalente & Z,» = S;« p.s. et I'égalité E [S;+] = E [Sp] est équivalente
a la propriété de martingale de (Sr+a¢)e=0- n

Théoréme 2.3.2 (Existence et identification de temps optimaux) Si le processus (Z;)i>0 est
quasi continue a gauche (qcag) en espérance, alors son enveloppe de Snell est qcag en espérance.

La décomposition de Doob-Meyer de S s’écrit Sy = My — Ay ot (Ap)i=o est un processus adapté
croissant et continu, nul en 0.

On considére les temps d’arréts

T0 — inf {t 2 O, St = Zt} et Tmax — inf {t 2 0, At > 0} (22)

1l existe un temps d’arrét optimal si et seulement si 79 < 0o p.s., et dans ce cas 79 est le plus petit
temps d’arrét optimal p.s. Tout temps d’arrét optimal est plus petit que Tymax €t ST Tmax < 00 p.S. alors
Tmax €St le plus grand temps d’arrét optimal.

La preuve de ce résultat differe un peu de la preuve a temps discret et nécessite de la régularité
sur le processus (Z;):>0. On suppose notamment que (Z;);>0 est quasi continu a gauche en espérance
c’est a dire

Tn € %7 Tn+1 = Tn

V1T €%, Y(Ta)nzo t.q. { alors lirlgnE Z:,] =E[Z;]. (2.3)

lim,, 7, = 7

On dit aussi que le processus (Z;)¢=o est régulier. Cette hypothese est nécessaire pour l'existence de
temps d’arréts optimaux (cf. schémas au tableau dans le cas déterministe).

Avant de prouver ce théoréme on introduit la notion de temps d’arrét e—optimaux. Pour ¢ > 0 on
pose

Ve>0, Ty =inf{s>t, Z,>Ss—¢},
T) =inf{s>t, Z,=5,}.

Proposition 2.3.1 Pour tout € > 0, les processus (Ars)i=0 et (At)i=o0 sont indistinguables.
Si (St)e=0 est qeag en espérance, les processus (Ago)izo et (At)izo sont indistinguables.

PREUVE Admis. Cf. lemme 2.3.4 et 2.3.7 dans [Lam09]. L]

PREUVE (DU THEOREME 2.3.2)
e Montrons que S vérifie (2.3). Soit 7 € F et (7y)n>0 une suite de temps d’arrét qui croit vers 7.
Comme S est une surmartingale alors lim,, E [S;, ] > E[S;]. D’autre part, soit € > 0 et

Z

T: =inf{s > 7,

Tn

s> Ss—¢e}.

D’apres la Proposition 2.3.1 on a Ap: = Ay, d’ou

™

E|Sr: | =EI[S,] ot E|Zrz|>E|Sr |-
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Soit 7¢ = lim, T; temps d’arrét (limite croissante). De la relation 7, < T: < 77 on en déduit
7 < 78 < TE. Comme (Z;)1>0 est gedg en espérance on a

mz*amEpwy
n ™n
et comme S est une surmartingale qui domine Z on a E[S;| > E[S;:] > E [Z,<]. Ainsi
¥e>0, E[S]>lmE S |-c>E[S,] <
n n

En prenant la limite lorsque ¢ tend vers 0, on obtient la régularité de (S;)¢>o.

e Montrons que A est continu. Soit 7 € F et (7,)n>0 une suite de temps d’arrét qui croit vers 7.
Par décomposition de Doob-Meyer, on déduit de E [S;] = lim,, E[S;,] que E [A;] = lim,, E[A, ]. Par
croissance de A on déduit par convergence monotone E [A;] = E [lim,, A, ] et donc A, = lim,, A, p.s.
e Par le théoréme de caractérisation des temps d’arréts optimaux (Théoréeme 2.3.1) on sait que s’il
existe un temps optimal alors 79 < oo p.s.. Supposons maintenant 7y < oo avec probabilité 1 et soit
(en)n>0 une suite décroissante vers 0. Alors T3 croit vers une limite 7% < 79 qui est un temps d’arrét
et comme

E[So)] = E[Syer]| <E[Zgze| +en

en prenant la limite en n on obtient E [S;«] < E[Z;«] et donc 'optimalité du temps 7*. Par définition
de 179 on a donc T = 7.

e Si 7 est un temps d’arrét optimal alors E [S;+] = E[Sp] et donc E [A;«] = 0 et donc 7% < Tax p-S.
On suppose Tmax < 00 avec probabilité 1 et soit Tf.)max = inf {s > Tmax, Zs = Ss}. Alors Tfmax > Tmax
et d’apres la Proposition 2.3.1 on a ATgmax =A d’ou

Tmax

E[Sy | =E[S

Tmax ]
Tmax “

et :E[ZTO }::E[S}o },

Tmax Tmax

c’est a dire T, Qmax est optimal et donc Tfmax = Tmax- n

2.4 Horizon fini

Soit 7" un horizon fixé et un processus de gain (Z;)o<i<7 qui est supposé positif, cadlag adapté, geag
en espérance (régulier) et tel que E [supgc;<r Z;] < 0o. On définit 'enveloppe de Snell d’horizon T' de
(Zi)o<t<t le processus (S} )o<t<T défini par

ST = esssupE [Z, | F].
TET

En particulier on a S% = Zr p.s. et le temps d’arrét 79 = inf {t >0,5 = Zt} est le plus petit temps
d’arrét optimal. Il est possible de caractériser I’enveloppe de Snell & partir de la décomposition de
Doob-Meyer d’une surmartingale intégrable.

Théoréme 2.4.1 Soit (S;)o<i<r une surmartingale cadlag de classe (D) de décomposition S = M—A.
Alors S est lenveloppe de Snell d’horizon T de Z si et seulement si

—S>7Z

— Spr=2p P.S.

— pour tout t € [0,T), Ay = Az, ot 7y = inf {3 >t,8, = ZS}.

PREUVE Si S vérifie ces conditions alors c’est une surmartingale qui domine Z et donc S > S p.s..
De plus, la condition A; = Az, implique E [5}} =E [5’;] =E[Zz] et donc E [5}} <E[S] puis S =S
P.S.

La réciproque est triviale. =
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2.5 Approche duale

Le probléme d’arrét optimal peut s’écrire comme un probléme d’optimisation linéaire (on cherche
la plus petite surmartingale qui maximise une fonction donnée). Pour formuler un probléme dual on
part de la remarque suivante : le temps 79 = inf {¢t > 0,S; = Z;} est optimal et S > Z donc

sup (Z; — Sy) = 0.
t

De cette relation on en déduit
inf E [sup (Zt — St)} =0.
S t

ot I'inf sur toutes les surmartingales S qui dominent Z et de condition initialie E {S“O} = E[S)] =

sup,¢ o E [Z;]. Comme (Sr+a¢)=0 est un martingale on peut prendre I'inf sur les martingales. L’énoncé
précis a horizon fini du probléme dual introduit dans [Rog02, HK04] est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.1 Soit (Z;)o<i<T un processus supposé positif, cadlag adapté, qcag en espérance (ré-

gulier) et tel que E [supgc;cr Z;] < 00. Alors

sup E|Z;|= inf E | sup (Zs — M;)|,
TE};T [ T] Me.#y [Ogng( ° 8)1

ot My est 'ensemble de martingales (My)o<i<r cad nulle en 0.

PREUVE Soit M € .. Alors pour tout 7 € J! on a

E[Z,|=E|[Z, — M;]<E| sup (Z; — M)

0<s<T ]

et

sup E|Z. ] < inf E| sup (Zs — M,
Te,;;T [ T] Me.#o Léng( 3 5)1

Soit (ST)o<t<r I'enveloppe de Snell d’horizon T' de (Zt)i>0 et sa décomposition de Doob-Meyer
ST = M, —~At. Le processus recentré M = M — My est dans .4y et S = SI + M; — A; d’ou
Sg = Zt — Mt et

sup E[Z;] =E [SOT} > E [ sup (Zs — MS)] (]

regr 0<s<T
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Chapitre 3

Options américaines

3.1 Cadre général

Soit un espace de probabilité (£2,.o/,P) sur lequel on considére un mouvement brownien stan-
dard (Wy)i>o et sa filtration naturelle (complétée) (Z)i=0. Sur cet espace on considére un marché
financier sur [0,7] composé d’un actif sans risque (3t);c(o,7) dirigé par un taux d’intérét instantanné
(7t)tefo,r) et un actif risqué (X¢);e(o,7) suivant 'évolution d'un P-mouvement Brownien (W;)iejo,7)-
Plus précisément on suppose

dﬁt = ’rtﬁtdtv BO = Oa
dX
=2 — dt + o dWh, X > 0,
Xt
ott (t)eefo,r) et (0t)iefo,r] sont supposés adaptés uniformément bornés.
On introduit les processus (0¢)icpo,1] €t (Lt)¢ecpo,r) définis par

t 1 st
0; = Ut_l(ﬂt —1¢) et Ly =exp <—/ 0,dW, — 5/ 03ds> . (3.1)
0 0

Le processus (Lt)te[o,T] est une martingale et on définit la probabilité P de densité Ly par rapport
aPie. 3

dpP

— = L.

ap 7

Par le théoréme de Girsanov, sous la probabilité P, le processus (Wt)te[O,T] défini par
- t
1m=m+/@m (3.2)
0

est un P-mouvement brownien standard. On réécrit la dynamique de (Xt)iejo,m en fonction de
(Wt)te[O,T] et on obtient

ax, S o1, -
— = dt + o dW;  de. Xy = Xgexp / (rs — =o%)ds +/ o, dWy
Xy 0 2 0

Le facteur d’actualisation se note 3, 1 et sous la probabilité P, Dactif actualisé X; = Be L X, est une
P-martingale. En particulier on a
dX, . . 1 [t t
ot o ldW; et Xy = Xgexp (—/ ogds +/ anWS> .
X 2 Jo 0

Dans ce marché (3, X') on appelle stratégie ou portefeuille un processus (¢);c(o,7) adapté ot
— ¢} représente la quantité d’actif sans risque 3 a l'instant ¢ € [0, 7],
— ¢? représente la quantité d’actif risqué X a l'instant ¢ € [0, 7.
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La valeur du portefeuille est donnée par

Définition 3.1.1 (Stratégie auto-financée avec consommation) Une stratégie auto-financée avec
consommation est un processus adapté (¢¢, Ct)icor) 0U (Dt)iejo,m) est une stratégie pour le marché
(B, X) et (Ct)icio,r) est un processus croissant nul en 0 tels que

T T
/ ‘qﬁg‘dt—i—/ ’gbf‘dt < oo p.s.
0 0
et . .
Ve0.T], Vi=Vo+ [ olas+ [ 62X, - C. (3.3)
0 0
De plus la stratégie est dite admissible si
vte[0,T], V;>0. (3.4)

Lemme 3.1.1 La condition d’auto-financement (3.3) est vérifié si et seulement si
- t . t
Ve 0.T) Vi=Vo+ [ X, - [ glac, (35)
0 0

ouV; = ﬁ;lvt est la valeur actualisée du portefeuille a ’instant t.
PREUVE Appliquer la formule d’Ité a 3, 1y,. Puis vérifier Pautre sens en calculant 3,V;. [
Proposition 3.1.1 La valeur actualisée d’une stratégic admissible (Vt)te[O,T] est une P—surmartingale.

PREUVE D’apreés le Lemme précédent le processus (My)ye(o,r) défini par
by
M=Vt [ ¢lo XAl
0

est une P—martingale locale positive donc une surmartingale. =

Définition 3.1.2 Une option américaine Z de fonction de payoff ¢ : [0,T] x Ry — R4 et de matu-
rité T' est un processus (Zt)ic(o,1) adapté et continu vérifiant

Zi =9t X;) et E [ sup Zt] < 00

0<t<T

L’instant d’exercice de cette option est un temps d’arrét T de [0,T].

Un call américain a pour fonction de payoff ¢(x) = (z— K)4 et un put américain ¢(z) = (K —x) 4.
La valeur contractuelle K € R, est appelé strike ou prix d’exercice. On peut généraliser ces payoffs
en considérant une fonction K : [0,7] — R déterministe pour modéliser un strike de niveau variable.

Le prix d’une option américaine s’exprime & partir de I’enveloppe de Snell du processus (Zt)te[o,T}-
Ce prix est obtenu par un raisonnement d’AOA (Absence d’Opportunité d’Arbitrage) dans le marché
(8,X,Z). Pour définir un arbitrage dans ce marché, on considére une stratégie associée a lactif
américain Z. Une stratégie “buy-and-hold” est un couple (k,7) ol k est une quantité réelle et 7 un
temps d’arrét de [0, 7], qui s’interpréte comme ceci :

— si k > 0 le portefeuille est composé de k& quantité d’actif Z jusqu’en 7

— si k < 0 la position est short en k quantité d’actif Z jusqu’en 7.
On peut consulter [Myn92] pour plus d’informations sur ce sujet.
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Définition 3.1.3 (Stratégie auto-financée dans (8, X, Z)) Une stratégie auto-financée dans (3, X, Z)
est une collection (¢,C,k,T) ot (¢,C) est une stratégie auto-financée dans (8,X) et (k,T) est une
stratégie buy-and-hold pour Z, telle que

Vte [r,T), ¢ =t + 2B X +kBIW(T, X,) et ¢F =0. (3.6)

De plus la stratégie est dite admissible si (3, X) est admissible et la consommation ne varie pas aprés T
(pour tout t € [1,T], Ct = C;).

Définition 3.1.4 (Arbitrage dans (3, X, Z)) Un arbitrage est une stratégie admissible telle que
Vo<0 et Vi=¢hpr=>0. (3.7)

1l existe un arbitrage
— long (k > 0) si il existe un temps d’arrét T et qu’il existe (¢,C) tels que (¢, C,k,T) est une
stratégie admissible vérifiant (3.7).
— short (k < 0) si pour tout temps d’arrét T, il existe (¢,C) tels que (¢,C,k,T) est une stratégie
admissible vérifiant (3.7).

Définition 3.1.5 (Stratégie de couverture) Une stratégie de couverture pour l'option américaine
Z est une stratégie avec consommation (¢,C) admissible telle que la valeur V- domine Z i.e. Vi > Zj.

Proposition 3.1.2 Soit S Uenveloppe de Snell sous P du processus (Zt)te[o,T] et S; = B.S, i.e.

S; = esssupE {e_ft rsds 7
TEZT

3‘}} . (3.8)

Alors toute stratégie avec couverture de valeur V' vérifie Vy = Sy p.s. pour tout t € [0,T].

Théoréme 3.1.1 (de réplication) II existe une stratégie avec consommation (¢,C) admissible de
valeur V' telle que Vi = Sy p.s. pour tout t € [0,T].

PREUVE Décomposition de Doob-Meyer et théoréme de representation des martingales. [

Au passage on remarque que la consommation est nulle jusqu’en 7y...
0

Théoréme 3.1.2 Il y a absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) dans le marché (5, X, Z) si et seule-
ment le priz mo(Z) est donné par

m0(Z) = Sy = sup E {e‘ Jo “dSZT] )

regr

PREUVE Supposons le prix mp(Z) > Sp. On considere la stratégie avec consommation (p,c) donnée
par le Théoreme 3.1.1 pour répliquer le processus (St)te[O,T]- On construit une stratégie d’arbitrage
(short) (¢,C,—1,7) de la fagon suivante :
— 7 un temps d’exercice
ol = {gotl, pour t € [0, 7],
' o1+ 2B Xr — B (7, X;)  pour t €7, T
— ¢F = pily(t)
— Ct=car
Alors par la propriété de couverture on a S, > ¥(7, X;) p.s. et donc g1 > 0 p.s. La valeur initiale
du portefeuille est ¢f + ¢ Xo — mo(Z) = Sp — m0(Z) < 0, d’ott arbitrage (au profit du vendeur de
l'option).
Supposons le prix mo(Z) < Sp. Alors 'acheteur de l'option exerce & un temps optimal 79 pour
lequel la consommation est nulle. Un arbitrage long (¢, C, 1, 7) s’écrit :



22 CHAPITRE 3. OPTIONS AMERICAINES

— T =10
1_{—%17 pour ¢ € [0, 7],
C et - 287X, + 871 (r, X,) pour ¢ €]r, T
— % =~ (1)
— ;=0
Ainsi S; = ¢(7, X;) p.s. et donc (b%ﬂT =0 p.s. et la valeur initiale du portefeuille est —gb(l) — (Q)Xo +
m0(Z) = —So +m(Z) > 0. ]

Proposition 3.1.3 Sir; > 0 pour tout t € [0,T] alors pour tout K > 0

S; = esssupE |e” ) rds (X~ K,

regr

~ T
7 } =k [efi (X - K

LO}\t:|7

1.e. T est un temps d’arrét optimal pour le Call américain. Et le priz du Call américain est le méme
qu’un Call européen.
Cadre Markovien

On considere I’équation différentielle stochastique (EDS) suivante
dXt = b(t,Xt)dt+O'(t,Xt)th (39)

avec b et o continues, Lipschitz en x uniformément en ¢. On a existence et unicité d’une solution forte
et pour tout (¢,x) € [0,7] x R on note (Xs(t’x))tgng la solution issue et x en ¢ i.e. Xt(t’x) = z. Pour
un point z fixé on note X = Xt(o’x).

Soit r : [0,7] x R — Ry continue une fonction de taux instantanné. Le payoff actualisé d’une
option américaine s’écrit alors

~ t T
Zy = Bl XP) = e h XDy X,
et I'enveloppe de Snell associée S conduit & la représentation du prix S sous la forme

S; = ess sup E |:€_ f[ 7«(57)(5)(181’/)(7-7 XT)
regT

gz}
Proposition 3.1.4 La fonction V : [0,T] x R — Ry définie par

~ T (t,fL‘)
V(t,x) = SHETE [eft r(s,Xs )dsw(T7 Xﬁt’x))}
€7,

est continue et Sy = V(t, X7) (le processus (S; = 5{1V(t,Xf))t€[07T] est Uenveloppe de Snell de 7).
De plus, si b et 0 ne dépendent pas du temps alors

V(t,z) = sup E {e_ Jo T(S’X;‘U)dsd)(T + t,Xf)]

‘refon’s

A TEDS (3.9) on associe l'opérateur différentiel 2 (appelé générateur infinitésimal ou opérateur
de Dynkin) défini par
0 g 1 0?
= —+4+bt,x)— + —o(t,x) — .1
7 3t+ (’x)8x+20(’x)8m2 (3.10)

Soit V une fonction de classe €12 sur [0, 7] x R. Alors la formule d’It6 donne
t t
BV (E X) = V(0, Xo) +/ B-U DV — rV)(s, X,)ds + / BV (s, X, )or (s, Xo)dWV,.
0 0

Pour que le processus (3; 'V (¢, X¥ ))iefo,r) soit I'enveloppe de Snell de 7 il est nécessaire que
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— 9V —rV < 0 pour avoir la propriété de surmartingale

— V > 4 pour dominer le processus Z

— V(T,-) =¢(T,-) pour vérifier la condition terminale

— 9V —rV =0sur V > 9 pour vérifier la condition de martingalité dans la région de continuation
Ces conditions peuvent étre synthétisées sous la forme d’une inéquation variationnelle de la forme

{max(@V—rV,z/J—V):O, (3.11)

V(Tv ) = ¢(T7 )

3.2 Modéele de Black-Scholes

Dans le modele de Black-Scholes on considéere un unique actif risqué (X3 )¢>¢ solution de forte 'EDS
(sous la probabilité risque neutre que I’on note P)

dX; = rXidt + o XedWs, Xp =z,

o r > 0 est le taux d’intérét constant, o la volatilité de l'actif risqué constante, et (W;)i=0 un P
mouvement brownien standard.
Pour cette section on peut consulter [LL97], [Shr04], [EK05] et [FS11].

3.2.1 Put a horizon infini

Le prix d’'un Put américain a horizon infini (ou Put américain perpétuel) est donné par

V(z) = Tbélyp E,[e" (K —X;)4]. (3.12)

Dans un premier temps, il semble naturel de considérer un temps d’arrét optimal 77- dans (3.12) de
la forme : « on exerce le put des que l'actif X; est sous un niveau L* ». On va chercher le niveau
optimal L* puis calculer la fonction valeur associée Vi-. On vérifiera ensuite que cette fonction va-
leur Vz» est solution de I'inéquation variationnelle (3.11) puis on prouvera dans le théoréeme 3.2.2 (dit
de vérification) que ce temps d’arrét 77+ est optimal dans la classe de tous les temps d’arréts .%.

Tout d’abord on rappelle que le temps d’atteinte d’un mouvement brownien avec drift est donné
par une loi inverse gaussienne.

Théoréme 3.2.1 Soit (W;)i=0 un mouvement brownien standard et v € R. Alors le temps d’atteinte
de niveau o« > 0 pour W} = vt + Wy, défini par

To = inf {t > 0,W} = o}

est de loi inverse gaussienne IG(a/v,a?) i.e.

Vi>0, Plra>t]=A (a\—/;t) — ey <M> ,

Vi
Vs> 0, Bl =exp(a(v—ViZ 1 2s)).

ot N (x) = \/% I eV 24y,

Construction de la fonction V-

On considere un temps d’arrét de la forme « on exerce le put des que 'actif X; est sous un niveau L »
pour un niveau fixé L €]0, K[. Si z < L alors on exerce immédiatement (en 0) et le payoff est alors
K —z. Si x > L alors on exerce en le temps d’arrét 77, défini par

7, = inf {t >0, X, = L} = inf {t > 0,ze"~7"/2eW0) — [} (3.13)
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et la valeur du put avec cette stratégie est alors

Vi(x) = (K — L)E [e7""] siz> L. (3.14)
En considérant le brownien avec drift W} = vt — Wy avec v = —1(r — %2) on a
. 1 z
7, =inf{t > 0,W} = a} avec a= —log (L) > 0, (3.15)
o

et d’apres le théoréme précédent 3.2.1 on a

2
Orl/2+2r:0—12(7“2—{—%—27“%2)—1—27“:%(7”—1—0—22) ,doncy—\/y2—|—2r:—%r et

E [eiTTL} = <x> o siz>1L

La fonction valeur d’un put américain perpétuel associé a la stratégie : « on exerce le put des que
lactif X; est sous un niveau L » pour un niveau fixé L €]0, K|, est alors donnée par

Vi(z) =

K—=x siz <L
{ (3.16)

2r
(K—-L)(%) % siz>L
Pour trouver le niveau L optimal il faut maximiser la fonction L — Vi, (x) pour z fixé. On considere

alors la fonction ”
g:Lel0,K]— (K—L)Lo2.

On a g(0) = g(K) = 0 et g continue, strictement positive sur |0, K| qui admet un maximum en

or o? 2r B anis?
2r 4 o2 avec  g(L") 2r 4+ o2 <2r + (72) ( )

La fonction valeur Vg« associé au temps optimal 77+ (optimal dans la classe des temps d’arréts consi-
dérés ici) est alors définie par

K-z siz<L*

Vi (z) = o (3.18)
(K—L*) (&) % siz>L*

Propriétés de la fonction Vi«

La fonction valeur Vi« est clairement continue sur R et réguliere € sur [0, L*[U]L*, +-o00[. D’autre
part on a

, -1 5i0 << L*
Vi*($>:: *\ 2r (x *2% : *
2r
avec  lim  Vj.(z) = ——5 (K — L*) = —1, c’est a dire V- dérivable en L*. Cette propriété
z—L* o>L* o?L*

de régularité est importante et appelée smooth fit (ou smooth pasting). On vérifie aisément que cette
propriété caractérise aussi L* car c’est la seule valeur pour laquelle la fonction valeur Vi, est €.
Notons que Vi« n’est pas €2 en L* mais on a

V”*(a:): 0 N N si0<axe <L
(K —L*) =72 (&) % sia>L*

odz?

Ainsi la fonction valeur V- vérifie les propriétés suivantes :
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— Vi=(x) > (K — z)4 pour tout x > 0,

— V/.(L*) = —1 propriété de smooth fit,

— Vg est €2 en dehors de L* et convexe sur R,

— DV« —rVi« =0 sur ¢ > L* (propriété de martingale dans la région de continuation),

— PV« —rVir = —rK < 0 sur © < L* (propriété de surmartingale).
De plus, on peut caractériser le point L* comme le point de décolement (régulier) de la fonction valeur
par rapport au payoff :

L*=inf{z e Ry, V(z) > (K —2)1}. (3.19)

Cette valeur L* est appelée prix critique du put perpétuel.

Théoréme 3.2.2 (de vérification) La fonction V valeur du Put américain perpétuel (3.12) est don-
née explicitement par la fonction Vi définie en (3.18). Le temps d’arrét o« avec L* défini en (3.17)
est optimal pour le probléeme (3.12).

PREUVE Soit ¢ €]0, 7. La formule d’It6 appliqué a e "V (X;) donne
t t
eV (Xy) = Vi (2) + / e T XV (Xy) AW, + / TPV — Vi) (Xu)Lix, 2peydu. (3.20)
0 0
Comme PV —rVi= <0 et P[X, = L*] = 0 pour tout u on a

e_rtVL* (Xt) < Vs (1‘) + Mt,

ot (My)i>0 est la martingale locale continue définie par
t
M, = / e X Vi (X)W (3.21)
0

Pour tout temps d’arrét 7 € 7, on a
e TTNNEK — Xoan)g < eIV (zopn) < Vie (@) + Moy,
En prenant I'espérance et en faisant tendre n — oo on obtient par Fatou (ou convergence dominée)
E [ (K - X,)+] < Vi (2)

et en prenant le sup sur tous les temps d’arréts 7 € % on conclut que V' < Vix«.
Pour prouver l'inégalité inverse on utilise (3.20) avec 2V« — rVp» = 0 sur > L* ce qui donne

eV (X, ) = Vie () + /O XV (XA W, (3.22)
En localisant la martingale et en utilisant Vi« (X-,.) = (K —X+)+ on obtient par convergence dominée
B[ (K — X,,)4] = Ve (a).
Ainsi 77« est optimal et Vi« = V. [
3.2.2 Put a horizon fini

On considere le probleme du put américain d’horizon 71" dont la fonction valeur est donnée par

V(t,z) = sup E [6_” (K — Xf)J (3.23)

TG,Z)T_t

A partir de maintenant on note V., la fonction valeur du put américain perpétuel et L% le niveau
optimal associé défini dans (3.17). Alors il est clair que V (t,2) < Vao(x) pour tout = > 0.
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Proposition 3.2.1 La fonction de prixz V définie en (3.23) vérifie les propriétés suivantes

1. V(t,z) = sup E [e_’"(T_t)T (K _ xe(r_gj)(T—t)H-UmWT) ]
TET n

7

2. ¥
3. ¥

0<s<t<T,Vz>0,3C >0, 0<V(s,x)—V(t,x) <CWT —t—T —5),
0<t<T,V0<z<y< K, 0<V(tz)—V(t,y) <(y—x).
On déduit aisément des propriétés 2. et 3. que la fonction valeur V' est continue sur [0,7] x R.

PREUVE On prouve 1. en utilisant la propriété de scaling du mouvement brownien i.e. (Wyr_4))o<s<1

a méme loi que (VT — tWs)o<s<i-
Soit z > 0 et 0 < s < t < T. Pour prouver 2. on a par décroissance (évidente) de la fonction

t— V(t,z) que V(s,z) — V(t,x) > 0. D’autre part, on a

02
V(s,2) - V(t,z) < sup E {e—r@—s% (K - xe<r—2><T—s>T+vﬁT—sWT)

7'6901 +

_ e—r(T—t)T (K _ xe(r—(’;)(T—t)T—&-U\/T—tWT)

_l’_

En utilisant e "7 =97 < e77T=07 <1 et (K —y)y — (K — 2)4 < (2 — y)4 pour tout 7,2z € R on
obtient

V(s,z) = V(t,z) <z sup E _<e("_022)(T_t)T+"\/ﬂWT — e(r_o;)(T_s)””mWT) }
Te%l +

g x Sup E_ (T_i)(T t)T+O—\/7WT ( — e(”"—a;)(t_s)T"'a\/t—SWT) :|
re gt +

- 2
<z sup Ele (r— ) (Tt oV T=IW (( - U—)(t—s)7+0(\/T—t— \/T—S)WT> ],
regt L 2 -

(car (1 —e%); < z— = max(0, —z)) d’ou le résultat.

Le point 3. se prouve de fagon similaire. Soit ¢t € [0,7] et 0 < z < y < K. Alors il est clair que
V(t,z) —V(t,y) > 0 et comme (K —y); — (K —2)4y < (2 —y)+

V(t,z) — V(ty) < sup E|e

—r(T—t)r ((y — ) e(r"gz)(Tt)‘r+a\/TtWT)]

TETY
< (y - $),
car E 707(7“ HrtovT WT} =1. (]
On définit la région de continuation
C={(t,x) € [0,T[xRY, V(t,x) > (K —x)+},
et la région d’arrét
D={(t,x) € [0,T] xR, V(t,z) = (K —x)4}.
De fagon similaire a (3.19) on définit pour tout ¢ € [0, 7| le point de décolement
L*(t) =inf{x e Ry, V(t,z) > (K —x)4+}. (3.24)

La valeur L*(t) est appelée priz critique en t. Il est clair que la fonction L* est positive, croissante, que
L*(t) < K avec lim;_,7 L*(t) = K. De plus, comme V (t,z) < Voo(x) on a L*(t) > L% (prix critique



3.2. MODELE DE BLACK-SCHOLES 27

du put perpétuel (3.19)). Il est important de noter que la fonction ¢ — L*(t) définit une frontiere au
sens ol

{(t,z) € [0, T[xR%, x> L*()},
et D={(t,z) €[0,T[xR%, z < L*(t)} U{(T, K)}.

En effet, si < L*(t) alors V(t,z) < (K — z)4 or on sait que V vérifie V(¢,z) > (K — x)4+ pour
tout (t,x) et donc si x < L*(t) alors V (t,x) = (K — z)4. D’autre part, par continuité de la fonction
Voon a V(t,L*(t)) = (K — L*(t)) pour tout ¢t € [0, T[. Supposons qu’il existe a €]L*(t), K[ tel que
V(t,a) = K — a. Alors comme z — V(t,x) est convexe et que V(t,z) > K — x on en déduit que
V(t,z) = K — x pour tout x €]L*(t),a[ ce qui contredit la définition de L*(t).

Proposition 3.2.2 Pour tout t €]0,T[, la fonction x — V(t,x) vérifie la condition de smooth fit,
c’est @ dire est €1 en L*(t).

0~ V(t,x)

PREUVE Soit # = L*(t) alors z < K et (t,z) € D. Tout d’abord il est clair que ==~ = —1. D’autre
part on considere € > 0 tel que x +¢ < K et on a
Vita+e) - Vite)  (K-(@+e)e —(K-a)y

9 9

d’ol en prenant la limite en € vers 0 on obtient “g—zv(t, x) > —L
ATTENTION. En utilisant la propriété 3. de la proposition 3.2.1 on a aussi

V(t,x +¢e) - V(t,x)
9

2 _17

et donc a;—xv(t,x) > —1... pour obtenir I'inégalité inverse il faut raffiner un peu la propriété 3. Soit

o2
te0,T] fixéet 0 <z <y < K.On pose My = e 7 (T=t)stovI=tWs o T, € gt qui réalise le sup
dans V(t,y). Alors

V(ty) = V(t2) <B e (K —yX] )y - (K —2X])4 )]

E
E |e—(T-t)7 ((K _ yXﬂ%y)Jr — (K — xXiy)Jr) 1{yX;y<K}] ;

<

< (z—y)E [Mwl{yxadﬂ '

On applique donc ce résultat avec y = x+¢ < K et on prouve que lim._,o 74 = 7, = 0 (car z = L*(¢)

ce qui implique lim._,g MTm+sl{(:c+s)X1 <K} =1 p.s. et par suite

Tx+e

lim V(t,z+e)—V(tx)

< -1 ]
e—0 e

Proposition 3.2.3 (prime d’exercice anticipé) Soit V.(t,x) = E [e‘T(T_t)(K — Xg’m))Jr} la fonc-
tion de priz du put européen (de maturité T et strike K ). Alors on a

T—t
V(t,2) = Vi(t,z) + / rKe™P [ X < L*(t+ u)| du, (3.25)
0
T—t
:m@@+/ rKe ™ A (d(z,t,u))) du, (3.26)
0

avec d(x,t,u) = T\l/a (log(L*(t +u)/x) — (r— %)u)
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PREUVE On prouve le cas t = 0. On sait que dans la région de continuation C la fonction V' vérifie
PV —rV =0 sur C ={(t,x), > L*(t)}

et sur la région d’arrét D, V(t,z) = (K — x)4. Soit ¢t €]0,T] fixé. Par la condition de smooth fit on
sait que x — V(t,z) est € et par la formule d’Itd on a

eV (1, XF) = V(0,2) +/ —ru X”” ( X2)dw, +/ YDV — V), X)L (s
Dans la région d’arrét D = {(¢t,z), v < L*(t)} on a V(t,z) = (K — x)4 donc 2V —rV = —rK donc
t
_rtV(t )(aC = 0 T —|—/ _TuO'Xx ( ,Xﬁ)qu—TK/ €_Tu1{X$<L*(u)}du. (327)
0

Cette expression fournit une formulation explicite de la décomposition de Doob-Meyer de la surmar-
tingale (G_TtV(t, Xt))OStST-
En faisant tendre t — T et en prenant 1’espérance on obtient de (3.27) la relation

T
E [e—’“Tv(T, X%J] =V(0,2) — rK / e P [X; < L*(u)] du,
0

d’ou le résultat (3.25) en ¢ = 0 en notant que V(T,z) = (K — x)4.
On obtient la formule (3.26) (pour ¢ = 0) en utilisant le fait que X est une loi log-normale et
donc que

o2
P[X; < L*(w)]=P[G <d(z,u)] avec d(z,u)= (log(L*(u)/x) —(r— 2)u> ,

1
v
ott G ~ N (0,1). -

Si on applique le résultat (3.26) en un point (t,z) = (¢, L*(¢)) de la région d’arrét on obtient
T—t
K —L*(t) = Ve(t, L*(t)) + rK/ e "d(L*(t), t,u)du (3.28)
0

ce qui caractérise la frontiére t — L*(¢) comme solution de 1’équation (3.28) appelée équation de la
frontiere libre (équation non linéaire de Volterra du second type). On a le théoréme suivant (qui est
admis, cf [PS06] Theorem 25.3 p.386).

Théoréme 3.2.3 La fronticre optimal dans le probleme du put américain est I'unique solution de
léquation de la frontiére libre (3.28) dans la classe des fonctions L : [0,T] — R continues croissantes
telles que 0 < L(t) < K pour tout 0 <t <T.
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