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Chapitre 1

Arrêt optimal à temps discret

Soit (�, A , P) un espace de probabilité muni d’une filtration à temps discret (Fn)n>0. On inter-
prète la tribu Fn comme l’information disponible au temps n > 0. Une variable aléatoire · : � æ
{0, 1, . . . , Œ} est un temps d’arrêt pour la filtration (Fn)n>0 si {· 6 n} œ Fn pour tout n > 0. On
note T l’ensemble des temps d’arrêts pour la filtration (Fn)n>0 et on définit

T N
n = {· œ T , P [n 6 · 6 N ] = 1} pour 0 6 n 6 N,

Tn = {· œ T , P [n 6 · < Œ] = 1} pour n > 0.

On considère une suite (Zn)n>0 de variables aléatoires réelles, adaptée à la filtration (Fn)n>0, et
telle que

E

C

sup
n>0

|Zn|
D

< Œ. (1.1)

Cette suite (Zn)n>0 est appelée suite de gains ou de récompenses (en théorie des jeux). Un problème
d’arrêt optimal s’écrit

Vú = sup
·

E [Z· ] , (1.2)

où le supremum est pris sur un ensemble de temps d’arrêts. Résoudre ce problème consiste à
— calculer / caractériser la valeur optimale Vú,
— trouver un temps d’arrêt optimal ·ú pour lequel le sup est atteint.

Il est souvent impossible de déterminer explicitement (analytiquement) ce temps d’arrêt optimal et
la valeur optimale, mais il existe des algorithmes e�caces permettant de résoudre numériquement ces
problèmes.

1.1 Problème à horizon fini

Tout d’abord on s’intéresse au problème (1.2) dans le cas où le supremum est pris sur T N . Plus
précisément on considère pour N fixé, une suite (VN

n )06n6N de fonctions valeurs définies par

VN
n = sup

·œT N
n

E [Z· ] pour 0 6 n 6 N. (1.3)

Voici quelques exemples pour illustrer ce problème.
Jeu Rouge/Noir

On dispose d’un jeu de 52 cartes composé de 26 cartes rouges et 26 cartes noires. Le joueur
part d’une fortune initiale nulle (Z0 = 0), et à l’étape n œ {1, . . . , 52} il tire une carte et gagne
+1 si la carte est noire ou perd ≠1 si la carte est rouge. La carte est alors retirée du jeu et le

joueur décide de continuer le jeu ou de quitter le jeu avec sa fortune actuelle. Comment jouer
"au mieux" à ce jeu ? Quelle est la valeur de ce jeu ?
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4 CHAPITRE 1. ARRÊT OPTIMAL À TEMPS DISCRET

Problème des secrétaires (ou de la princesse, ou du mariage, etc.)
On considère N candidats à un poste de secrétaire. On les auditionne les uns après les autres
afin de choisir le meilleur. Après chaque audition on décide si on embauche ce secrétaire, ou
si on essaye d’en trouver un autre meilleur. Chaque candidat a un rang intrinsèque inconnu
du recruteur, de 1 pour le meilleur à N pour le moins bon. Lors d’une audition on détermine
comment le candidat actuel se place parmi les précédents, c’est à dire qu’on détermine son rang
relatif par rapport aux précédents et on note ce rang Xn. Ainsi Xn = k signifie que le n–ième
candidat a le rang k parmi les n premiers (1 6 k 6 n). On suppose que les candidats arrivent
au hasard. Comment choisir le meilleur ?

Options américaines dans un modèle discret

Soit (Sn)n>0 un actif risqué à temps discret. Un Call américain est un contrat donnant le
droit (non l’obligation) d’acheter cet actif à un prix K (fixé dans le contrat et appelé strike)
à n’importe quel instant avant N (fixé dans le contrat et appelé maturité). Le Put américain
est un contrat similaire donnant le droit de vendre l’actif. Les prix de ces contrats, C (Call
américain) et P (Put américain), sont donnés par

C = sup
·œT N

0

E [(S· ≠ K)+] ,

P = sup
·œT N

0

E [(K ≠ S· )+] ,

où le taux d’intérêt est ici supposé nul et P est une probabilité bien choisie...

1.1.1 Récurrence rétrograde
Le principe de récurrence rétrograde (ou programmation dynamique) permet de résoudre le pro-

blème (1.3) en construisant une stratégie (SN
n ) définie de façon récursive à partir de la valeur de la

fortune à l’instant N . En n = N on doit s’arrêter et la valeur de la stratégie vaut ZN c’est à dire
SN

N = ZN . En n = N ≠ 1, on peut s’arrêter ou continuer. Si on s’arrête la stratégie vaut SN
N≠1 = ZN≠1

et si on continue la valeur SN
N≠1 de la stratégie doit être telle que l’on ait SN

N = ZN en N c’est à
dire SN

N≠1 = E [ZN | FN≠1]. De façon itérative cela revient à construire la suite de variables alátoires
(SN

n )06n6N définie par
Y
]

[
SN

N = ZN condition terminale
SN

n = max
1
Zn, E

Ë
SN

n+1
--- Fn

È2
pour 0 6 n 6 N ≠ 1.

(1.4)

On considère alors le temps d’arrêt ·N
n défini par

·N
n = inf

Ó
n 6 k 6 N, SN

k = Zk

Ô
pour 0 6 n 6 N. (1.5)

Dans cette première approche à N fini, on part de l’algorithme (intuitif) (1.4) et du temps d’arrêt
(1.5) puis on prouve par la théorie des martingales que cet algorithme résoud bien le problème et que
le temps d’arrêt est optimal.

Dans l’approche à horizon infini (Section 1.2) on fera la démarche inverse en partant de l’enveloppe
de Snell (cf. définition ci-dessous) associée au problème on montrera que sa dynamique vérifie les
équations similaires à (1.4) et que le temps d’arrêt optimal (s’il est fini p.s.) vérifie (1.5) avec N = Œ.
On suppose dans un premier temps que l’espace de probabilité est fini ou dénombrable. Ainis l’ensemble
T N

n est dénombrable et on peut considérer la variable aléatoire sup·œT N
n

E [Z· | Fn].

Théorème 1.1.1 (Enveloppe de Snell) Soit 0 6 n 6 N fixé. Alors on a

Y
]

[
SN

n > E [Z· | Fn] pour tout · œ T N
n ,

SN
n = E

Ë
Z·N

n

--- Fn

È
,

(1.6)

en particulier SN
n = sup·œT N

n
E [Z· | Fn] et le sup est atteint en ·N

n . La suite (SN
n )n>0 est appelée

enveloppe de Snell de la suite (Zn)n>0.
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Preuve La preuve se fait par récurrence rétrograde. En n = N , par définition SN
N = ZN et ·N

N = N
donc (1.6) est vrai. Supposons (1.6) vrai en n œ 1, . . . , N fixé, et montrons que la relation est vérifiée
en n ≠ 1.

Soit · œ T N
n≠1 alors

E [Z· | Fn≠1] = Zn≠11{·=n≠1} + 1{·>n}E [Z·‚n | Fn≠1] . (1.7)

D’une part · ‚ n œ T N
n donc par hypothèse de récurrence E [Z·‚n | Fn] 6 SN

n d’où (en précondition-
nant)

E [Z· | Fn≠1] 6 Zn≠11{·=n≠1} + 1{·>n}E

Ë
SN

n

--- Fn≠1
È

.

En utilisant la définition (1.4) on obtient E [Z· | Fn≠1] 6 SN
n≠1 ce qui prouve la première relation.

Pour montrer la seconde relation, on remarque que ·N
n≠1 = ·N

n sur
Ó

·N
n≠1 > n

Ô
donc d’après (1.7)

on a
E

Ë
Z·N

n≠1

--- Fn≠1
È

= Zn≠11{·N
n≠1=n≠1} + 1{·N

n≠1>n}E

Ë
Z·N

n

--- Fn≠1
È

.

En utilisant Zn≠1 = SN
n≠1 sur

Ó
·N

n≠1 = n ≠ 1
Ô

et E

Ë
SN

n

--- Fn≠1
È

= SN
n≠1 sur

Ó
·N

n≠1 > n
Ô

on obtient le
résultat.

Théorème 1.1.2 (Caractérisation) Soit 0 6 n 6 N fixé. La suite (SN
k )n6k6N est la plus petite

surmartingale qui domine (Zk)n6k6N et la suite arrêtée (SN
k··N

n
)n6k6N est une martingale.

Preuve Par la définition (1.4) on a clairement

SN
k > E

Ë
SN

k+1
--- Fk

È

donc (SN
k )n6k6N est une surmartingale, et toujours d’après la définition on a SN

k > Zk pour tout
n 6 k 6 N .

Soit (S̃N
k )n6k6N une autre surmartingale qui domine (Zk)k6n6N . Notons qu’en l = N on a S̃N

N >
ZN = SN

N . Si on suppose cette relation vraie en l œ {n + 1, . . . , N} alors on a

SN
l≠1 = max

1
Zl≠1, E

Ë
SN

l

--- Fl≠1
È2

6 max
1
Zl≠1, E

Ë
S̃N

l

--- Fl≠1
È2

6 S̃N
l≠1 p.s.

et la relation de domination est prouvée.
Montrons que la suite arrêtée en ·N

n est une martingale. Soit k œ {n, . . . , N ≠ 1} fixé. Alors

E

Ë
SN

(k+1)··N
n

--- Fk

È
= 1{·N

n 6k}SN
k··N

n
+ 1{·N

n >k+1}E

Ë
SN

k+1
--- Fk

È

D’où E

Ë
SN

(k+1)··N
n

--- Fk

È
= SN

k··N
n

p.s.

Théorème 1.1.3 (Temps d’arrêt optimal) Le temps d’arrêt ·N
n est un temps d’arrêt optimal dans

(1.3), et c’est le plus petit p.s.

Preuve Par définition de ·N
n on a Z·N

n
= SN

·N
n

donc E

Ë
Z·N

n

È
= E

Ë
SN

·N
n

È
puis par la propriété de

martingale E

Ë
SN

·N
n

È
= E

Ë
SN

n

È
. Soit · œ T N

n . Comme (SN
k )n6k6N est une surmartingale on a E

Ë
SN

n

È
>

E

Ë
SN

·

È
> E [Z· ] (par domination). On en déduit que ·N

n est optimal.

Soit ·ú un temps d’arrêt optimal. Alors d’après ce qui précède E

Ë
Z·N

n

È
= E [Z·ú ] = E

Ë
SN

·ú

È
, or

SN
·ú > Z·ú p.s. donc on a SN

·ú = Z·ú p.s. et ·ú > ·N
n (par définition de ·N

n ).
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1.1.2 Cadre Markovien
On considère maintenant une chaîne de Markov (Xn)n>0 à valeurs dans un espace mesurable (E, E)

de noyaux de transition (Pn)n>0, et Zn donnée par

’n > 0, Zn = „n(Xn) (1.8)

où pour tout n > 0, „n est une fonction mesurable positive telle que „n(Xn) est intégrable.

Proposition 1.1.1 L’enveloppe de Snell de la suite (Zn)06n6N est donnée par

SN
n = Vn(Xn) p.s. (1.9)

où les fonctions Vn, 0 6 n 6 N dont données par l’algorithme de programmation dynamique

I
VN (x) = „N (x),
Vn(x) = max

!
„n(x), PnVn+1(x)

"
, 0 6 n 6 N ≠ 1.

(1.10)

Preuve Il su�t de remarquer que dans le cadre markovien on a

E

Ë
SN

n+1
--- Fn

È
= E [Vn+1(Xn+1) | Fn] = PnVn+1(Xn) p.s.

Le plus petit temps d’arrêt optimal est alors donné par

·N
n = inf {0 6 n 6 N, Vn(Xn) = „n(Xn)} .

Dans le cadre Markovien il est utile de définir

C = {(n, x), Vn(x) > „n(x)} région de continuation,

D = {(n, x), Vn(x) = „n(x)} région d’arrêt.

Lien avec le contrôle optimal et l’équation de Bellman

Il est utile de remarquer que l’algorithme (1.10) est un cas particulier d’un algorithme plus général.
Considérons une chaîne de Markov contrôlée (Xn)n>0 de noyaux de transition (P (u)

n )n>0 où u est
un contrôle dans un ensemble mesurable(C, C). Le lien avec l’arrêt optimal se fait en considérant 2
contrôles possibles C = {s, c}, le contrôle u = s pour s’arrêter (stop) et u = c pour continuer. On note
(Un)n>0 une suite de contrôles, c’est à dire une suite de v.a. telle que

’n > 0, Un = ‹n(X0, . . . , Xn) (1.11)

avec ‹n une application mesurable à valeur dans C. Le problème général que l’on peut traiter avec la
programmation dynamique (principe d’optimalité de Bellman) est le suivant : étant donné un horizon
N > 1, des fonctions de gains gk, k = 0, . . . , N ≠ 1 et “N on cherche

G(x) = max
‹=(‹0,...,‹n≠1)

Ex,‹

C
N≠1ÿ

k=0
gk(Xk, Uk) + “N (XN )

D

. (1.12)

Dans la suite on suppose que toutes les quantités sont bien définies et que les v.a. sont intégrables.

Théorème 1.1.4 On considère les fonctions Gn, 0 6 n 6 N données par

Y
]

[
GN (x) = “N (x),
Gn(x) = max

uœC

!
gn(x, u) + P (u)

n Gn+1(x)
"
, 0 6 n 6 N ≠ 1.

(1.13)

On note ‹ú
n(x) le contrôle réalisant le max pour un n œ {0, . . . , N ≠ 1}. Alors G0(x) = G(x) et

Un = ‹ú
n(Xn) est la stratégie optimale.
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Pour faire le lien avec la Proposition 1.1.1, on ajoute un point cimetière � à l’espace E de la chaîne
de Markov (Xn)n>0 et on introduit les noyaux contrôlés P (u)

n suivants : pour tout A œ E ,

P (c)
n (x, A) = Pn(x, A), P (c)

n (x, �) = 0, P (c)
n (�, �) = 1,

P (s)
n (x, A) = 0, P (s)

n (x, �) = 1, P (s)
n (�, �) = 1.

On considère les fonctions de gains gn(x, u) = „n(x) si u = s et x œ E et gn(x, u) = 0 sinon. De même
le gain final est “(x) = „N (x) si x œ E et “(�) = 0. Le reste est laissé en exercice !

1.1.3 Exemples

Le jeu « red/black »

On modélise le jeu de la façon suivante. Soit (Xn)06n6N (avec N = 52) la chaîne de Markov qui
représente le nombre de cartes noires tirées depuis le début du jeu. Pour n fixé, Xn est à valeurs dansÓ

(n ≠ N
2 )+, . . . , n · N

2

Ô
µ E avec E =

Ó
0, . . . , N

2

Ô
. Les transitions (Pn)06n6N≠1 de cette chaîne de

Markov sont données par

’x, y œ E, Pn(x, y) =

Y
__]

__[

(N/2 ≠ x)/(N ≠ n) si y = x + 1,

(N/2 ≠ (n ≠ x))/(N ≠ n) si y = x,

0 sinon.

Les fonctions de gains „n sont données par „n(x) = 2x ≠ n.
Les fonctions valeurs Vn obtenues numériquement en programmant l’algorithme (1.10) sont illus-

trées dans la Figure 1.1.3 pour N = 8 et dans la Figure 1.1.3 pour N = 52

Figure 1.1 – Jeu « red/black » avec 8 cartes dont 4 cartes noires. Les points représentent le domaine
(n, „n(x)) avec la région de continuation en vert et la région d’arrêt en rouge. Les labels sur les points
donnent la valeur de la fonction valeur V (n, x) = Vn(x) en ces points.
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Figure 1.2 – Jeu « red/black » avec 52 cartes dont 26 cartes noires. Les points représentent le domaine
(n, „n(x)) avec la région de continuation en vert et la région d’arrêt en rouge.

Le problème des secrétaires

Soit Xn le rang relatif du n–ième candidat (parmi N candidats). Alors les v.a. Xn sont indépen-
dantes et Xn est uniforme sur {1, . . . , n}. Les fonctions de gains „n sont données par „n(x) = n

N 1{x=1}
(pourquoi ?). Le résultat numérique de l’algorithme de programmation dynamique est représenté dans
la Figure 1.1.3.
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Figure 1.3 – Représentation des fonctions valeurs du problème des secrétaires. Les points représentent
le domaine (n, x) avec la région de continuation en vert et la région d’arrêt en rouge.

1.2 Problème à horizon infini
Il s’agit maintenant de considérer le problème à temps discret mais d’horizon infini c’est à dire

V ú = sup
·œT0

E [Z· ] , (1.14)

où (Zn)n>0 est une suite de v.a. réelles, adaptée à la filtration (Fn)n>0 et vérifiant (1.1). Dans la section
précédente où l’horizon est fini N < Œ on a utilisé la condition terminale et la récurrence rétrograde
pour résoudre le problème en un sens stochastique : construction du processus (SN

n )06n6N et on a mon-
tré que ce processus était l’enveloppe de Snell du processus (Zn)06n6N i.e. SN

n = sup·œT N
n

E [Z· | Fn].
Dans cette section on procède di�éremment en étudiant les propriétés de l’enveloppe de Snell du pro-
cessus (Zn)n>N. Pour définir ce processus il faut considérer le “sup” d’une famille de v.a. (Z· )·œTn

possiblement non dénombrable.

1.2.1 Borne supérieure essentielle

La notion de borne supérieure essentielle permet de considérer le “sup” d’une famille non dénom-
brable de variables aléatoires. La définition est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.2.1 (Essential supremum) Soit (Xi)iœI une famille de variables aléatoires réelles in-

dexée par un ensemble I donné (dénombrable ou non). Alors il existe un sous-ensemble dénombrable

Jú µ I tel que la variable aléatoire X̄ = supjœJú Xj vérifie les propriétés suivantes

1. pour tout i œ I, Xi 6 X̄ p.s.

2. si X est une v.a. telle que Xi 6 X p.s. pour tout i œ I, alors X̄ 6 X p.s.

Cette variable aléatoire X̄ est notée ess supiœI Xi et appelée borne supérieure essentielle de la famille

(Xi)iœI .

La variable aléatoire ess supiœI Xi est donc la plus petite v.a. majorant la famille (Xi)iœI .
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Preuve On suppose les v.a. Xi à valeurs dans [0, 1] (quitte à considérer une bijection de R̄ dans
[0, 1]). Pour un sous-ensemble dénombrable J µ I on pose X̄J = supjœJ Xj qui est bien une v.a. à
valeurs dans [0, 1]. Soit J l’ensemble des sous-ensembles dénombrables de I et

– = sup
JœJ

E

Ë
X̄J

È
.

On considère alors une suite (Jn)n>0 d’éléments de J telle que limn E

Ë
X̄Jn

È
= –. La réunion Jú =

t
n>0 Jn est un élément de J tel que – = E

Ë
X̄Jú

È
(par convergence monotone). On note alors X̄ = X̄Jú .

Montrons les propriétés 1. et 2.
Soit i œ I. Alors Jú fi {i} est un sous-ensemble dénombrable de I et X̄Júfi{i} = X̄Jú ‚ Xi. Ainsi

E

Ë
X̄Jú

È
= – > E

Ë
X̄Jú ‚ Xi

È
d’où l’on déduit que X̄Jú ‚ Xi = X̄Jú i.e. Xi 6 X̄ p.s.

Soit X une v.a. telle que Xi 6 X p.s. pour tout i œ I. Comme Jú est dénombrable on a X >
supiœJú Xi = X̄ p.s.

Proposition 1.2.1 Si la famille (Xi)iœI est un demi-treillis supérieur i.e.

’i, j œ I, ÷k œ I, Xi ‚ Xj 6 Xk p.s. (1.15)

alors il existe une suite d’indice (in)nœN telle que (Xin)nœN est croissante p.s. et ess supiœI Xi =
supnœN Xin = limnæŒ Xin p.s.

Preuve Soit (jn)nœN une suite d’indices telle que ess supiœI Xi = supnœN Xjn ((jn)nœN est obtenue
en enumérant les éléments de Jú). On construit alors une suite d’indices (in)nœN telle que pout tout
n > 1, Xin = max

!
Xj0 , . . . , Xjn , Xin≠1

"
p.s.

Proposition 1.2.2 Soit (Xi)iœI une famille de v.a. positives vérifiant (1.15). Alors

E

C

ess sup
iœI

Xi

D

= sup
iœI

E [Xi] ,

’B µ F , E

C

ess sup
iœI

Xi

----- B
D

= ess sup
iœI

E [Xi | B] p.s.

Le résultat est vrai pour une famille de v.a. uniformément intégrable.

1.2.2 Enveloppe de Snell
Soit (Zn)n>0 une suite adaptée par rapport à la filtration (Fn)n>0 telle que E

#
supn>0 |Zn|

$
< Œ.

On définit l’enveloppe de Snell de (Zn)n>0 par la suite (Sn)n>0

Sn = ess sup
·œTn

E [Z· | Fn] . (1.16)

On rappelle que Tn correspond à l’ensemble des temps d’arrêt dans [n, +Œ[ p.s. On vérifie aisément
que la suite (Sn)n>0 est uniformément intégrable. D’autre part, pour n > 0 fixé on vérifie que la famille

(Xi)iœI = (E [Z· | Fn])·œTn

est un demi-treillis supérieur i.e. satisfait (1.15). En e�et pour ·1, ·2 œ Tn on pose · = ·11A + ·21Ac

avec A = {E [Z·1 | Fn] > E [Z·2 | Fn]}. Alors · œ Tn et

E [Z· | Fn] = max
!
E [Z·1 | Fn] , E [Z·2 | Fn]

"

Théorème 1.2.2 Soit n > 0 fixé. L’enveloppe de Snell définie en (1.16) vérifie la dynamique

Sn = max
!
Zn, E [Sn+1 | Fn]

"
p.s.

et E [Sn] = sup·œTn
E [Z· ].
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Preuve Le fait que E [Sn] = sup·œTn
E [Z· ] découle simplement de la Proposition 1.2.2.

On commence par prouver que Sn 6 max
!
Zn, E [Sn+1 | Fn]

"
p.s.

Soit · œ Tn, alors
E [Z· | Fn] = Zn1{·=n} + 1{·>n}E

Ë
Z·‚(n+1)

--- Fn

È

Or · ‚ (n + 1) œ Tn+1 donc E

Ë
Z·‚(n+1)

--- Fn+1
È
6 Sn+1 et E

Ë
Z·‚(n+1)

--- Fn

È
6 E [Sn+1 | Fn] p.s. En

prenant l’ess sup on obtient l’inégalité annoncée.
Montrons l’inégalité inverse. Tout d’abord, il est clair que Zn 6 Sn p.s. par définition de l’ess sup.

Il reste à montrer la propriété de surmartingale de (Sn)n>0 i.e. Sn > E [Sn+1 | Fn] p.s. D’après la
Proposition 1.2.2

E [Sn+1 | Fn] = E

C

ess sup
·œTn+1

E [Z· | Fn+1]
----- Fn

D

,

= ess sup
·œTn+1

E [Z· | Fn] , p.s.

6 ess sup
·œTn

E [Z· | Fn] = Sn

car Tn+1 µ Tn.

Proposition 1.2.3 L’enveloppe de Snell (Sn)n>0 définie en (1.16) est la plus petite surmartingale qui

domine (Zn)n>0 et

lim
næŒ

Sn = lim sup
næŒ

Zn p.s.

Preuve Dans la proposition précédente on a montré la propriété de surmartingale de (Sn)n>0. Mon-
trons qu’elle est la plus petite. Soit (S̃n)n>0 une autre surmartingale qui domine (Zn)n>0. Alors,

’· œ Tn, S̃· > Z· p.s.

Par le théorème d’arrêt appliqué avec les temps d’arrêts bornés n et · ·N (N > n) et la surmartingale
(S̃n)n>0 on a

S̃n > E

Ë
S̃··N

--- Fn

È
> E [Z··N | Fn] p.s.

Comme E
#
supn>0 |Zn|

$
< Œ on a par Fatou conditionnel lim infNæŒ E [Z··N | Fn] > E [Z· | Fn] et

en prenant l’ess sup on obtient le résultat S̃n > Sn p.s..
La surmartingale (Sn)n>0 est bornée dans L

1 donc converge p.s. vers une v.a. SŒ intégrable et
donc

lim sup
næŒ

Zn 6 lim
næŒ

Sn = SŒ p.s.

L’inégalité inverse s’obtient en remarquant que

’· œ Tn, E [Z· | Fn] 6 E

C

sup
p>n

Zp

----- Fn

D

,

et donc Sn 6 E

Ë
supp>n Zp

--- Fn

È
. En prenant l’espérance on en déduit E [Sn] 6 E

Ë
supp>n Zp

È
et

par convergence dominée E [SŒ] 6 E [lim supn Zn]. Ainsi (SŒ ≠ lim supn Zn) est une v.a. positive
d’espérance négative et donc nulle p.s.

1.2.3 Temps d’arrêt optimal
Théorème 1.2.3 (Caratérisation et existence) Un temps d’arrêt ·ú œ T0 est optimal si et seule-

ment si

S·ú = Z·ú p.s. et (S·ú·n)n>0 est une martingale.

Soit

·0 = inf {n > 0, Sn = Zn} .

Il existe un temps d’arrêt optimal si et seulement si ·0 < Œ p.s., et dans ce cas ·0 est le plus petit

temps d’arrêt optimal p.s.
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Preuve On rappelle que ·ú œ T0 est dit optimal s’il réalise le sup dans (1.14) i.e. s’il vérifie
E [Z·ú ] = sup·œT0 E [Z· ], et donc d’après le Théorème 1.2.2 si E [Z·ú ] = E [S0]. De plus (Sn)n>0
est une surmartingale qui converge dans L

1 donc pour tout · œ T0, E [S· ] 6 E [S0] et comme S
domine Z, E [Z· ] 6 E [S· ]. Ainsi ·ú est optimal si et seulement si

E [Z·ú ] = E [S·ú ] = E [S0] .

De E [Z·ú ] = E [S·ú ] on en déduit Z·ú = S·ú p.s. (car S domine Z). La réciproque est évidente.
De E [S·ú ] = E [S0] on en déduit que (S·ú·n)n>0 est une martingale. Par le théorème d’arrêt

appliqué à la surmartingale (Sn)n>0 uniformément intégrable, on a E [S0] = E [S·ú·n] = E [S·ú ]
pour tout n > 0. En particulier E

Ë
S·ú·(n+1)

È
= E [S·ú·n] et d’après le Théorème 1.2.2 S·ú·n >

E

Ë
S·ú·(n+1)

--- Fn

È
p.s. d’où l’égalité p.s. et la propriété de martingale. La réciproque est évidente.

Soit ·0 = inf {n > 0, Sn = Zn}. On vient de montrer que s’il existe ·ú œ T0 optimal alors S·ú = Z·ú

p.s. donc il est clair que ·0 est optimal et que c’est le plus petit des temps d’arrêts optimaux. Montrons
maintenant que si ·0 < Œ p.s. alors (S·0·n)n>0 est une martingale. On a

E

Ë
S·0·(n+1)

--- Fn

È
=

nÿ

k=0
Sk1{·0=k} + 1{·0>n+1}E [Sn+1 | Fn] ,

or sur {·0 > n + 1}, Sn > Zn p.s. et donc Sn = E [Sn+1 | Fn] d’où le résultat.

Il est possible de caractériser le plus grand temps d’arrêt optimal. Pour cela on rappelle la décom-
position de Doob d’une surmartingale intégrable.

Théorème 1.2.4 (Décomposition de Doob) Soit (Sn)n>0 une surmartingale intégrable. Il existe

une martingale (Mn)n>0 et un processus prévisible (An)n>0 croissant, nul en 0, tel que

’n > 0, Sn = Mn ≠ An.

Cette décomposition est unique à l’indistinguabilité près.

Théorème 1.2.5 Soit

·max = inf {n > 0, An+1 > 0}

Tout temps d’arrêt optimal est plus petit que ·max et si ·max < +Œ p.s. alors ·max est le plus grand

temps d’arrêt optimal.

Preuve Soit ·ú un temps d’arrêt optimal et n > 0. Alors par la propriété de martingale E [S·ú·n] =
E [S0], et par la décomposition de Doob

E [S·ú·n] = E [M·ú·n] ≠ E [A·ú·n] = E [S0] ≠ E [A·ú·n] .

Donc E [A·ú·n] = 0 et par convergence monotone Aú
· = 0 p.s. donc ·ú 6 ·max.

Si ·max est fini p.s. alors S·max·n = M·max·n et donc (S·max·n)n>0 est une martingale. D’autre part
sur {·max = j} on a Sj = Mj et E [Sj+1 | Fj ] = Mj ≠ Aj+1 < Sj et donc Sj = Zj , d’où S·max = Z·max
p.s.



Chapitre 2

Arrêt optimal à temps continu

Dans tout ce chapitre (�, A , P) est un espace de probabilité muni d’une filtration à temps continu
(Ft)t>0. La filtration est supposée vérifier les conditions usuelles, elle donc continue à droite (càd) et
complète (la tribu A est complète et Ft contient tout ensemble négligeable dans A 1).

Un temps d’arrêt par rapport à la filtration (Ft)t>0 est une variable aléatoire à valeurs dans
R+ fi {+Œ} telle que {· 6 t} œ Ft pour tout t > 0.

Comme dans le cas discret, on introduit T l’ensembles des temps d’arrêts par rapport à la filration
(Ft)t>0 et les sous-ensembles

T T
t = {· œ T , P [t 6 · 6 T ] = 1} pour 0 6 t 6 T ,
Tt = {· œ T , P [t 6 · < Œ] = 1} pour t > 0.

2.1 Préliminaires

On rappelle quelques résultats sur les surmartingales à temps continu qu’on peut trouver avec les
preuves dans [?, RW00b, RW00a].

Théorème 2.1.1 (Régularisation) Soit (St)t>0 une surmartingale intégrable. Si t ‘æ E [St] est

continue à droite ( càd) alors le processus (St)t>0 a une modification càdlàg, appelée régularisée à
droite, qui est une surmartingale (par rapport à la même filtration).

Théorème 2.1.2 (D’arrêt) Soit (St)t>0 une surmartingale continue à droite, positive (ou uniformé-

ment intégrable). La limite SŒ = limtæŒ St existe p.s. et dans L
1
, et pour tout temps d’arrêt ‡ 6 ·

on a

E [S· | F‡] 6 S‡ p.s.

Définition 2.1.1 (Classe (D)) Un processus adapté continu à droite (Xt)t>0 est dit de classe (D)
si la famille (X· )·œTt est uniformément intégrable.

Théorème 2.1.3 (Décomposition de Doob-Meyer) Soit (St)t>0 une surmartingale continue à

droite de classe (D). Il existe une martingale (Mt)t>0 et un processus prévisible croissant (At)t>0, nul

en 0, tels que

’t > 0, St = Mt ≠ At.

Cette décomposition est unique à l’indistinguabilité près.

1. Pour plus de détails et des commentaires éclairants consulter par exemple le polycopié de Jean Jacod (pages
17–25) : http://www.proba.jussieu.fr/cours/DEA-07.pdf

13

http://www.proba.jussieu.fr/cours/DEA-07.pdf


14 CHAPITRE 2. ARRÊT OPTIMAL À TEMPS CONTINU

2.2 Enveloppe de Snell

Dans ce chapitre on suppose que (Zt)t>0 est un processus adapté continu à droite tel que

’t > 0, Zt > 0 et E

C

sup
t>0

Zt

D

< Œ.

Soit (St)t>0 le processus défini par

’t > 0, St = ess sup
·œTt

E [Z· | Ft] . (2.1)

La famille (E [Z· | Ft])·œTt vérifie la propriété de demi-treillis supérieur

’·1, ·2 œ Tt, ÷· œ Tt, E [Z·1 | Ft] ‚ E [Z·2 | Ft] 6 E [Z· | Ft] ,

en considérant par exemple · = ·11A + ·21Ac . Cette propriété permet notamment d’utiliser la Propo-
sition 1.2.2 permettant d’échanger ess sup et espérance ou espérance conditionnelle.

Théorème 2.2.1 Le processus (St)t>0 est une surmatingale, telle que E [St] = sup·œTt
E [Z· ], qui ad-

met une régularisation à droite. Le processus régularisé à droite ( càdlàg) est la plus petit surmartingale

qui domine (Zt)t>0, est de classe (D), et est appelée enveloppe de Snell de (Zt)t>0.

Preuve Montrons (comme dans le cas discret) que (St)t>0 est une surmartingale. Soit 0 6 s 6 t,
alors

E [St | Fs] = ess sup
·œTt

E
#
E [Z· | Ft]

--Fs
$

= ess sup
·œTt

E [Z· | Fs] 6 Ss p.s.

Par la Proposition 1.2.2 on a E [St] = sup·œTt
E [S· ].

Montrons maintenant l’existence d’une régularisée à droite. Il su�t de montrer que t ‘æ E [St] est
continue à droite. Soit t > 0 fixé et (tn)n>0 une suite décroissante vers t. Alors comme Tt µ Ttn

’n > 0, E [Stn ] = sup
·œTtn

E [Z· ] 6 E [St] .

D’autre part, pour · œ Tt, comme Z est càd on a limn Z·‚tn = Z· et par Fatou

E [Z· ] 6 lim inf
næŒ

E [Z·‚tn ] .

De plus S domine Z qui est une surmartingale E [S·‚tn ] 6 E [Stn ] d’où

E [Z· ] 6 lim inf
næŒ

E [Stn ] .

On conclut en prenant le sup sur Tt.
Soit (S̃t)t>0 une surmartingale càd qui domine (Zt)t>0. Alors

’· œ Tt, E [Z· | Ft] 6 E

Ë
S̃·

--- Ft

È
6 S̃t p.s.

et donc St 6 S̃t p.s.

Proposition 2.2.1 L’enveloppe de Snell (St)t>0 de (Zt)t>0 vérifie

lim
tæŒ

St = lim sup
tæŒ

Zt p.s.
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2.3 Temps d’arrêt optimal
On commence par prouver le théorème suivant qui caractérise un temps d’arrêt optimal. L’énoncé

et la preuve sont similaires à la première partir du Théorème 1.2.3 à temps discret.

Théorème 2.3.1 (Caractérisation) Un temps d’arrêt ·ú œ T0 est optimal si et seulement si

S·ú = Z·ú p.s. et (S·ú·t)t>0 est une martingale.

Preuve La preuve est similaire à la première partie du Théorème 1.2.3. Par domination de S sur Z
et la propriété de surmartingale, ·ú œ T0 est un temps d’arrêt optimal si et seulement

E [Z·ú ] = E [S·ú ] = E [S0] .

L’égalité E [Z·ú ] = E [S·ú ] est équivalente à Z·ú = S·ú p.s. et l’égalité E [S·ú ] = E [S0] est équivalente
à la propriété de martingale de (S·ú·t)t>0.

Théorème 2.3.2 (Existence et identification de temps optimaux) Si le processus (Zt)t>0 est

quasi continue à gauche (qcàg) en espérance, alors son enveloppe de Snell est qcàg en espérance.

La décomposition de Doob-Meyer de S s’écrit St = Mt ≠ At où (At)t>0 est un processus adapté

croissant et continu, nul en 0.

On considère les temps d’arrêts

·0 = inf {t > 0, St = Zt} et ·max = inf {t > 0, At > 0} (2.2)

Il existe un temps d’arrêt optimal si et seulement si ·0 < Œ p.s., et dans ce cas ·0 est le plus petit

temps d’arrêt optimal p.s. Tout temps d’arrêt optimal est plus petit que ·max et si ·max < Œ p.s. alors

·max est le plus grand temps d’arrêt optimal.

La preuve de ce résultat di�ère un peu de la preuve à temps discret et nécessite de la régularité
sur le processus (Zt)t>0. On suppose notamment que (Zt)t>0 est quasi continu à gauche en espérance
c’est à dire

’· œ T0, ’(·n)n>0 t.q.
I

·n œ T0, ·n+1 > ·n

limn ·n = ·
alors lim

n
E [Z·n ] = E [Z· ] . (2.3)

On dit aussi que le processus (Zt)t>0 est régulier. Cette hypothèse est nécessaire pour l’existence de
temps d’arrêts optimaux (cf. schémas au tableau dans le cas déterministe).

Avant de prouver ce théorème on introduit la notion de temps d’arrêt Á–optimaux. Pour t > 0 on
pose

’Á > 0, T Á
t = inf {s > t, Zs > Ss ≠ Á} ,

T 0
t = inf {s > t, Zs = Ss} .

Proposition 2.3.1 Pour tout Á > 0, les processus (AT Á
t
)t>0 et (At)t>0 sont indistinguables.

Si (St)t>0 est qcàg en espérance, les processus (AT 0
t
)t>0 et (At)t>0 sont indistinguables.

Preuve Admis. Cf. lemme 2.3.4 et 2.3.7 dans [Lam09].

Preuve (du Théorème 2.3.2)
• Montrons que S vérifie (2.3). Soit · œ T0 et (·n)n>0 une suite de temps d’arrêt qui croît vers · .
Comme S est une surmartingale alors limn E [S·n ] > E [S· ]. D’autre part, soit Á > 0 et

T Á
·n

= inf {s > ·n, Zs > Ss ≠ Á} .

D’après la Proposition 2.3.1 on a AT Á
·n

= A·n d’où

E

Ë
ST Á

·n

È
= E [S·n ] et E

Ë
ZT Á

·n

È
> E

Ë
ST Á

·n

È
≠ Á.
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Soit · Á = limn T Á
·n

temps d’arrêt (limite croissante). De la relation ·n 6 T Á
·n

6 T Á
· on en déduit

· 6 · Á 6 T Á
· . Comme (Zt)t>0 est qcàg en espérance on a

E [Z·Á ] = lim
n

E

Ë
ZT Á

·n

È
,

et comme S est une surmartingale qui domine Z on a E [S· ] > E [S·Á ] > E [Z·Á ]. Ainsi

’Á > 0, E [S· ] > lim
n

E

Ë
ST Á

·n

È
≠ Á > E [S·n ] ≠ Á.

En prenant la limite lorsque Á tend vers 0, on obtient la régularité de (St)t>0.
• Montrons que A est continu. Soit · œ T0 et (·n)n>0 une suite de temps d’arrêt qui croît vers · .
Par décomposition de Doob-Meyer, on déduit de E [S· ] = limn E [S·n ] que E [A· ] = limn E [A·n ]. Par
croissance de A on déduit par convergence monotone E [A· ] = E [limn A·n ] et donc A· = limn A·n p.s.
• Par le théorème de caractérisation des temps d’arrêts optimaux (Théorème 2.3.1) on sait que s’il
existe un temps optimal alors ·0 < Œ p.s.. Supposons maintenant ·0 < Œ avec probabilité 1 et soit
(Án)n>0 une suite décroissante vers 0. Alors T Án

0 croît vers une limite ·ú 6 ·0 qui est un temps d’arrêt
et comme

E [S0] = E

Ë
ST Án

0

È
6 E

Ë
ZT Án

0

È
+ Án,

en prenant la limite en n on obtient E [S·ú ] 6 E [Z·ú ] et donc l’optimalité du temps ·ú. Par définition
de ·0 on a donc ·ú = ·0.
• Si ·ú est un temps d’arrêt optimal alors E [S·ú ] = E [S0] et donc E [A·ú ] = 0 et donc ·ú 6 ·max p.s.
On suppose ·max < Œ avec probabilité 1 et soit T 0

·max = inf {s > ·max, Zs = Ss}. Alors T 0
·max > ·max

et d’après la Proposition 2.3.1 on a AT 0
·max

= A·max d’où

E

Ë
ST 0

·max

È
= E [S·max ] et E

Ë
ZT 0

·max

È
= E

Ë
ST 0

·max

È
,

c’est à dire T 0
·max est optimal et donc T 0

·max = ·max.

2.4 Horizon fini

Soit T un horizon fixé et un processus de gain (Zt)06t6T qui est supposé positif, càdlàg adapté, qcàg

en espérance (régulier) et tel que E
#
sup06t6T Zt

$
< Œ. On définit l’enveloppe de Snell d’horizon T de

(Zt)06t6T le processus (ST
t )06t6T défini par

ST
t = ess sup

·œTt

E [Z· | Ft] .

En particulier on a ST
T = ZT p.s. et le temps d’arrêt ·0 = inf

Ó
t > 0, ST

t = Zt

Ô
est le plus petit temps

d’arrêt optimal. Il est possible de caractériser l’enveloppe de Snell à partir de la décomposition de
Doob-Meyer d’une surmartingale intégrable.

Théorème 2.4.1 Soit (S̄t)06t6T une surmartingale càdlàg de classe (D) de décomposition S̄ = M̄≠Ā.

Alors S̄ est l’enveloppe de Snell d’horizon T de Z si et seulement si

— S̄ > Z
— S̄T = ZT p.s.

— pour tout t œ [0, T ], Āt = Ā·̄t où ·̄t = inf
Ó

s > t, S̄s = Zs

Ô
.

Preuve Si S̄ vérifie ces conditions alors c’est une surmartingale qui domine Z et donc S̄ > S p.s..
De plus, la condition Āt = Ā·̄t implique E

Ë
S̄t

È
= E

Ë
S̄·̄t

È
= E [Z·̄t ] et donc E

Ë
S̄t

È
6 E [St] puis S̄ = S

p.s.
La réciproque est triviale.
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2.5 Approche duale
Le problème d’arrêt optimal peut s’écrire comme un problème d’optimisation linéaire (on cherche

la plus petite surmartingale qui maximise une fonction donnée). Pour formuler un problème dual on
part de la remarque suivante : le temps ·0 = inf {t > 0, St = Zt} est optimal et S > Z donc

sup
t

(Zt ≠ St) = 0.

De cette relation on en déduit
inf
S̃

E

5
sup

t

1
Zt ≠ S̃t

26
= 0.

où l’inf sur toutes les surmartingales S̃ qui dominent Z et de condition initialie E

Ë
S̃0

È
= E [S0] =

sup·œT0 E [Z· ]. Comme (S·ú·t)t>0 est un martingale on peut prendre l’inf sur les martingales. L’énoncé
précis à horizon fini du problème dual introduit dans [Rog02, HK04] est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.5.1 Soit (Zt)06t6T un processus supposé positif, càdlàg adapté, qcàg en espérance (ré-

gulier) et tel que E
#
sup06t6T Zt

$
< Œ. Alors

sup
·œT T

0

E [Z· ] = inf
MœM0

E

C

sup
06s6T

(Zs ≠ Ms)
D

,

où M0 est l’ensemble de martingales (Mt)06t6T càd nulle en 0.

Preuve Soit M œ M0. Alors pour tout · œ T T
0 on a

E [Z· ] = E [Z· ≠ M· ] 6 E

C

sup
06s6T

(Zs ≠ Ms)
D

et
sup

·œT T
0

E [Z· ] 6 inf
MœM0

E

C

sup
06s6T

(Zs ≠ Ms)
D

Soit (ST
t )06t6T l’enveloppe de Snell d’horizon T de (Zt)t>0 et sa décomposition de Doob-Meyer

ST
t = Mt ≠ At. Le processus recentré M̃ = M ≠ M0 est dans M0 et ST

t = ST
0 + M̃t ≠ At d’où

ST
0 > Zt ≠ M̃t et

sup
·œT T

0

E [Z· ] = E

Ë
ST

0
È
> E

C

sup
06s6T

(Zs ≠ M̃s)
D



18 CHAPITRE 2. ARRÊT OPTIMAL À TEMPS CONTINU



Chapitre 3

Options américaines

3.1 Cadre général
Soit un espace de probabilité (�, A , P) sur lequel on considère un mouvement brownien stan-

dard (Wt)t>0 et sa filtration naturelle (complétée) (Ft)t>0. Sur cet espace on considère un marché
financier sur [0, T ] composé d’un actif sans risque (—t)tœ[0,T ] dirigé par un taux d’intérêt instantanné
(rt)tœ[0,T ] et un actif risqué (Xt)tœ[0,T ] suivant l’évolution d’un P–mouvement Brownien (Wt)tœ[0,T ].
Plus précisément on suppose

d—t = rt—tdt, —0 > 0,

dXt

Xt
= µtdt + ‡tdWt, X0 > 0,

où (µt)tœ[0,T ] et (‡t)tœ[0,T ] sont supposés adaptés uniformément bornés.
On introduit les processus (◊t)tœ[0,T ] et (Lt)tœ[0,T ] définis par

◊t = ‡≠1
t (µt ≠ rt) et Lt = exp

3
≠

⁄ t

0
◊sdWs ≠ 1

2

⁄ t

0
◊2

sds
4

. (3.1)

Le processus (Lt)tœ[0,T ] est une martingale et on définit la probabilité P̃ de densité LT par rapport
à P i.e.

dP̃

dP
= LT .

Par le théorème de Girsanov, sous la probabilité P̃, le processus (W̃t)tœ[0,T ] défini par

W̃t = Wt +
⁄ t

0
◊sds (3.2)

est un P̃–mouvement brownien standard. On réécrit la dynamique de (Xt)tœ[0,T ] en fonction de
(W̃t)tœ[0,T ] et on obtient

dXt

Xt
= rtdt + ‡tdW̃t i.e. Xt = X0 exp

3⁄ t

0
(rs ≠ 1

2‡2
s)ds +

⁄ t

0
‡sdW̃s

4

Le facteur d’actualisation se note —≠1
t , et sous la probabilité P̃, l’actif actualisé X̃t = —≠1

t Xt est une
P̃–martingale. En particulier on a

dX̃t

X̃t
= ‡tdW̃t et X̃t = X0 exp

3
≠1

2

⁄ t

0
‡2

sds +
⁄ t

0
‡sdW̃s

4
.

Dans ce marché (—, X) on appelle stratégie ou portefeuille un processus („t)tœ[0,T ] adapté où
— „1

t représente la quantité d’actif sans risque — à l’instant t œ [0, T ],
— „2

t représente la quantité d’actif risqué X à l’instant t œ [0, T ].

19
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La valeur du portefeuille est donnée par

’t œ [0, T ], Vt = „1
t —t + „2

t Xt

Définition 3.1.1 (Stratégie auto-financée avec consommation) Une stratégie auto-financée avec

consommation est un processus adapté („t, Ct)tœ[0,T ] où („t)tœ[0,T ] est une stratégie pour le marché

(—, X) et (Ct)tœ[0,T ] est un processus croissant nul en 0 tels que

⁄ T

0

---„1
t

---dt +
⁄ T

0

---„2
t

---dt < Œ p.s.

et

’t œ [0, T ], Vt = V0 +
⁄ t

0
„1

sd—s +
⁄ t

0
„2

sdXs ≠ Ct. (3.3)

De plus la stratégie est dite admissible si

’t œ [0, T ], Vt > 0. (3.4)

Lemme 3.1.1 La condition d’auto-financement (3.3) est vérifié si et seulement si

’t œ [0, T ], Ṽt = V0 +
⁄ t

0
„2

sdX̃s ≠
⁄ t

0
—≠1

s dCs, (3.5)

où Ṽt = —≠1
t Vt est la valeur actualisée du portefeuille à l’instant t.

Preuve Appliquer la formule d’Itô à —≠1
t Vt. Puis vérifier l’autre sens en calculant —tṼt.

Proposition 3.1.1 La valeur actualisée d’une stratégie admissible (Ṽt)tœ[0,T ] est une P̃–surmartingale.

Preuve D’après le Lemme précédent le processus (Mt)tœ[0,T ] défini par

Mt = V0 +
⁄ t

0
„2

s‡sX̃sdW̃s

est une P̃–martingale locale positive donc une surmartingale.

Définition 3.1.2 Une option américaine Z de fonction de payo� Â : [0, T ] ◊ R+ æ R+ et de matu-

rité T est un processus (Zt)tœ[0,T ] adapté et continu vérifiant

Zt = Â(t, Xt) et Ẽ

C

sup
06t6T

Zt

D

< Œ

L’instant d’exercice de cette option est un temps d’arrêt · de [0, T ].

Un call américain a pour fonction de payo� Â(x) = (x≠K)+ et un put américain Â(x) = (K ≠x)+.
La valeur contractuelle K œ R+ est appelé strike ou prix d’exercice. On peut généraliser ces payo�s
en considérant une fonction K : [0, T ] æ R+ déterministe pour modéliser un strike de niveau variable.

Le prix d’une option américaine s’exprime à partir de l’enveloppe de Snell du processus (Z̃t)tœ[0,T ].
Ce prix est obtenu par un raisonnement d’AOA (Absence d’Opportunité d’Arbitrage) dans le marché
(—, X, Z). Pour définir un arbitrage dans ce marché, on considère une stratégie associée à l’actif
américain Z. Une stratégie “buy-and-hold” est un couple (k, ·) où k est une quantité réelle et · un
temps d’arrêt de [0, T ], qui s’interprête comme ceci :

— si k > 0 le portefeuille est composé de k quantité d’actif Z jusqu’en ·
— si k < 0 la position est short en k quantité d’actif Z jusqu’en · .

On peut consulter [Myn92] pour plus d’informations sur ce sujet.
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Définition 3.1.3 (Stratégie auto-financée dans (—, X, Z)) Une stratégie auto-financée dans (—, X, Z)
est une collection („, C, k, ·) où („, C) est une stratégie auto-financée dans (—, X) et (k, ·) est une

stratégie buy-and-hold pour Z, telle que

’t œ [·, T ], „1
t = „1

· + „2
· —≠1

· X· + k—≠1
· Â(·, X· ) et „2

t = 0. (3.6)

De plus la stratégie est dite admissible si (—, X) est admissible et la consommation ne varie pas après ·
(pour tout t œ [·, T ], Ct = C· ).

Définition 3.1.4 (Arbitrage dans (—, X, Z)) Un arbitrage est une stratégie admissible telle que

V0 < 0 et VT = „1
T —T > 0. (3.7)

Il existe un arbitrage

— long (k > 0) si il existe un temps d’arrêt · et qu’il existe („, C) tels que („, C, k, ·) est une

stratégie admissible vérifiant (3.7).
— short (k 6 0) si pour tout temps d’arrêt · , il existe („, C) tels que („, C, k, ·) est une stratégie

admissible vérifiant (3.7).

Définition 3.1.5 (Stratégie de couverture) Une stratégie de couverture pour l’option américaine

Z est une stratégie avec consommation („, C) admissible telle que la valeur V domine Z i.e. Vt > Zt.

Proposition 3.1.2 Soit S̃ l’enveloppe de Snell sous P̃ du processus (Z̃t)tœ[0,T ] et St = —tS̃t i.e.

St = ess sup
·œT T

t

Ẽ

5
e≠

s ·

t
rsdsZ·

---- Ft

6
. (3.8)

Alors toute stratégie avec couverture de valeur V vérifie Vt > St p.s. pour tout t œ [0, T ].

Théorème 3.1.1 (de réplication) Il existe une stratégie avec consommation („, C) admissible de

valeur V telle que Vt = St p.s. pour tout t œ [0, T ].

Preuve Décomposition de Doob-Meyer et théorème de representation des martingales.

Au passage on remarque que la consommation est nulle jusqu’en ·0...

Théorème 3.1.2 Il y a absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) dans le marché (—, X, Z) si et seule-

ment le prix fi0(Z) est donné par

fi0(Z) = S0 = sup
·œT T

0

Ẽ

5
e≠

s ·

0 rsdsZ·

6
.

Preuve Supposons le prix fi0(Z) > S0. On considère la stratégie avec consommation (Ï, c) donnée
par le Théorème 3.1.1 pour répliquer le processus (St)tœ[0,T ]. On construit une stratégie d’arbitrage
(short) („, C, ≠1, ·) de la façon suivante :

— · un temps d’exercice

— „1
t =

I
Ï1

t , pour t œ [0, · ],
Ï1

· + Ï2
· —≠1

· X· ≠ —≠1
· Â(·, X· ) pour t œ]·, T ]

— „2
t = Ï2

t 1{[0,· ]}(t)
— Ct = ct··

Alors par la propriété de couverture on a S· > Â(·, X· ) p.s. et donc „1
T —T > 0 p.s. La valeur initiale

du portefeuille est „1
0 + „2

0X0 ≠ fi0(Z) = S0 ≠ fi0(Z) < 0, d’où l’arbitrage (au profit du vendeur de
l’option).

Supposons le prix fi0(Z) < S0. Alors l’acheteur de l’option exerce à un temps optimal ·0 pour
lequel la consommation est nulle. Un arbitrage long („, C, 1, ·) s’écrit :
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— · = ·0

— „1
t =

I
≠Ï1

t , pour t œ [0, · ],
≠Ï1

· ≠ Ï2
· —≠1

· X· + —≠1
· Â(·, X· ) pour t œ]·, T ]

— „2
t = ≠Ï2

t 1{[0,· ]}(t)
— Ct = 0

Ainsi S· = Â(·, X· ) p.s. et donc „1
T —T = 0 p.s. et la valeur initiale du portefeuille est ≠„1

0 ≠ „2
0X0 +

fi0(Z) = ≠S0 + fi0(Z) > 0.

Proposition 3.1.3 Si rt > 0 pour tout t œ [0, T ] alors pour tout K > 0

St = ess sup
·œT T

t

Ẽ

5
e≠

s ·

t
rsds(X· ≠ K)+

---- Ft

6
= Ẽ

5
e≠

s T

t
rsds(XT ≠ K)+

---- Ft

6
,

i.e. T est un temps d’arrêt optimal pour le Call américain. Et le prix du Call américain est le même

qu’un Call européen.

Cadre Markovien
On considère l’équation di�érentielle stochastique (EDS) suivante

dXt = b(t, Xt)dt + ‡(t, Xt)dWt (3.9)

avec b et ‡ continues, Lipschitz en x uniformément en t. On a existence et unicité d’une solution forte
et pour tout (t, x) œ [0, T ] ◊ R on note (X(t,x)

s )t6s6T la solution issue et x en t i.e. X(t,x)
t = x. Pour

un point x fixé on note Xx
t = X(0,x)

t .
Soit r : [0, T ] ◊ R æ R+ continue une fonction de taux instantanné. Le payo� actualisé d’une

option américaine s’écrit alors

Z̃t = —≠1
t Â(t, Xx

t ) = e≠
s t

0 r(s,Xx
s )dsÂ(t, Xx

t ),

et l’enveloppe de Snell associée S̃ conduit à la représentation du prix S sous la forme

St = ess sup
·œT T

t

Ẽ

5
e≠

s ·

t
r(s,Xs)dsÂ(·, X· )

---- Ft

6

Proposition 3.1.4 La fonction V : [0, T ] ◊ R æ R+ définie par

V (t, x) = sup
·œT T

t

Ẽ

5
e≠

s ·

t
r(s,X

(t,x)
s )dsÂ(·, X(t,x)

· )
6

est continue et St = V (t, Xx
t ) (le processus (S̃t = —≠1

t V (t, Xx
t ))tœ[0,T ] est l’enveloppe de Snell de Z̃).

De plus, si b et ‡ ne dépendent pas du temps alors

V (t, x) = sup
·œT T ≠t

0

Ẽ

5
e≠

s ·

0 r(s,Xx
s )dsÂ(· + t, Xx

· )
6

A l’EDS (3.9) on associe l’opérateur di�érentiel D (appelé générateur infinitésimal ou opérateur
de Dynkin) défini par

D = ˆ

ˆt
+ b(t, x) ˆ

ˆx
+ 1

2‡(t, x) ˆ2

ˆx2 (3.10)

Soit V une fonction de classe C 1,2 sur [0, T ] ◊ R. Alors la formule d’Itô donne

—≠1
t V (t, Xt) = V (0, X0) +

⁄ t

0
—≠1

s (DV ≠ rV )(s, Xs)ds +
⁄ t

0
—≠1

s V Õ(s, Xs)‡(s, Xs)dWs.

Pour que le processus (—≠1
t V (t, Xx

t ))tœ[0,T ] soit l’enveloppe de Snell de Z̃ il est nécessaire que
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— DV ≠ rV 6 0 pour avoir la propriété de surmartingale
— V > Â pour dominer le processus Z
— V (T, ·) = Â(T, ·) pour vérifier la condition terminale
— DV ≠rV = 0 sur V > Â pour vérifier la condition de martingalité dans la région de continuation

Ces conditions peuvent être synthétisées sous la forme d’une inéquation variationnelle de la forme
I

max(DV ≠ rV, Â ≠ V ) = 0,

V (T, ·) = Â(T, ·).
(3.11)

3.2 Modèle de Black-Scholes
Dans le modèle de Black-Scholes on considère un unique actif risqué (Xt)t>0 solution de forte l’EDS

(sous la probabilité risque neutre que l’on note P)

dXt = rXtdt + ‡XtdWt, X0 = x,

où r > 0 est le taux d’intérêt constant, ‡ la volatilité de l’actif risqué constante, et (Wt)t>0 un P

mouvement brownien standard.
Pour cette section on peut consulter [LL97], [Shr04], [EK05] et [FS11].

3.2.1 Put à horizon infini
Le prix d’un Put américain à horizon infini (ou Put américain perpétuel) est donné par

V (x) = sup
·œT0

Ex
#
e≠r· (K ≠ X· )+

$
. (3.12)

Dans un premier temps, il semble naturel de considérer un temps d’arrêt optimal ·Lú dans (3.12) de
la forme : « on exerce le put dès que l’actif Xt est sous un niveau Lú ». On va chercher le niveau
optimal Lú puis calculer la fonction valeur associée VLú . On vérifiera ensuite que cette fonction va-
leur VLú est solution de l’inéquation variationnelle (3.11) puis on prouvera dans le théorème 3.2.2 (dit
de vérification) que ce temps d’arrêt ·Lú est optimal dans la classe de tous les temps d’arrêts T0.

Tout d’abord on rappelle que le temps d’atteinte d’un mouvement brownien avec drift est donné
par une loi inverse gaussienne.

Théorème 3.2.1 Soit (Wt)t>0 un mouvement brownien standard et ‹ œ R. Alors le temps d’atteinte

de niveau – > 0 pour W ‹
t = ‹t + Wt, défini par

·– = inf {t > 0, W ‹
t = –}

est de loi inverse gaussienne IG(–/‹, –2) i.e.

’t > 0, P [·– > t] = N
3

– ≠ ‹tÔ
t

4
≠ e2‹–N

3≠– ≠ ‹tÔ
t

4
,

’s > 0, E
#
e≠s·–

$
= exp

1
–(‹ ≠


‹2 + 2s)

2
,

où N (x) = 1Ô
2fi

s x
≠Œ e≠y2/2dy.

Construction de la fonction VLú

On considère un temps d’arrêt de la forme « on exerce le put dès que l’actif Xt est sous un niveau L »
pour un niveau fixé L œ]0, K[. Si x 6 L alors on exerce immédiatement (en 0) et le payo� est alors
K ≠ x. Si x > L alors on exerce en le temps d’arrêt ·L défini par

·L = inf {t > 0, Xt = L} = inf
Ó

t > 0, xe(r≠‡2/2)t+‡Wt) = L
Ô

(3.13)
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et la valeur du put avec cette stratégie est alors

VL(x) = (K ≠ L)E
#
e≠r·L

$
si x > L. (3.14)

En considérant le brownien avec drift W ‹
t = ‹t ≠ Wt avec ‹ = ≠ 1

‡ (r ≠ ‡2
2 ) on a

·L = inf {t > 0, W ‹
t = –} avec – = 1

‡
log

3
x

L

4
> 0, (3.15)

et d’après le théorème précédent 3.2.1 on a

E
#
e≠r·L

$
= exp

1
–(‹ ≠


‹2 + 2r)

2
si x > L

Or ‹2 + 2r = 1
‡2

1
r2 + ‡4

4 ≠ 2r ‡2
2

2
+ 2r = 1

‡2

1
r + ‡2

2

22
, donc ‹ ≠

Ô
‹2 + 2r = ≠2r

‡ et

E
#
e≠r·L

$
=

3
x

L

4≠ 2r
‡2

si x > L

La fonction valeur d’un put américain perpétuel associé à la stratégie : « on exerce le put dès que
l’actif Xt est sous un niveau L » pour un niveau fixé L œ]0, K[, est alors donnée par

VL(x) =

Y
]

[
K ≠ x si x 6 L

(K ≠ L)
! x

L

"≠ 2r
‡2 si x > L

(3.16)

Pour trouver le niveau L optimal il faut maximiser la fonction L ‘æ VL(x) pour x fixé. On considère
alors la fonction

g : L œ [0, K] ‘æ (K ≠ L)L
2r
‡2 .

On a g(0) = g(K) = 0 et g continue, strictement positive sur ]0, K[ qui admet un maximum en

Lú = 2r

2r + ‡2 K avec g(Lú) = ‡2

2r + ‡2

3 2r

2r + ‡2

4 2r
‡2

K
2r+‡2

‡2 . (3.17)

La fonction valeur VLú associé au temps optimal ·Lú (optimal dans la classe des temps d’arrêts consi-
dérés ici) est alors définie par

VLú(x) =

Y
]

[
K ≠ x si x 6 Lú

(K ≠ Lú)
! x

Lú
"≠ 2r

‡2 si x > Lú (3.18)

Propriétés de la fonction VLú

La fonction valeur VLú est clairement continue sur R+ et régulière C Œ sur [0, Lú[fi]Lú, +Œ[. D’autre
part on a

V Õ
Lú(x) =

Y
]

[
≠1 si 0 6 x 6 Lú

≠(K ≠ Lú) 2r
‡2x

! x
Lú

"≠ 2r
‡2 si x > Lú

avec lim
xæLú,x>Lú

V Õ
Lú(x) = ≠ 2r

‡2Lú (K ≠ Lú) = ≠1, c’est à dire VLú dérivable en Lú. Cette propriété
de régularité est importante et appelée smooth fit (ou smooth pasting). On vérifie aisément que cette
propriété caractérise aussi Lú car c’est la seule valeur pour laquelle la fonction valeur VL est C 1.
Notons que VLú n’est pas C 2 en Lú mais on a

V ÕÕ
Lú(x) =

Y
]

[
0 si 0 6 x 6 Lú

(K ≠ Lú)2r(2r+‡2)
‡4x2

! x
Lú

"≠ 2r
‡2 si x > Lú

Ainsi la fonction valeur VLú vérifie les propriétés suivantes :
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— VLú(x) > (K ≠ x)+ pour tout x > 0,
— V Õ

Lú(Lú) = ≠1 propriété de smooth fit,
— VLú est C 2 en dehors de Lú et convexe sur R+,
— DVLú ≠ rVLú = 0 sur x > Lú (propriété de martingale dans la région de continuation),
— DVLú ≠ rVLú = ≠rK 6 0 sur x < Lú (propriété de surmartingale).

De plus, on peut caractériser le point Lú comme le point de décolement (régulier) de la fonction valeur
par rapport au payo� :

Lú = inf {x œ R+, V (x) > (K ≠ x)+} . (3.19)

Cette valeur Lú est appelée prix critique du put perpétuel.

Théorème 3.2.2 (de vérification) La fonction V valeur du Put américain perpétuel (3.12) est don-

née explicitement par la fonction VLú définie en (3.18). Le temps d’arrêt ·Lú avec Lú
défini en (3.17)

est optimal pour le problème (3.12).

Preuve Soit t œ]0, T [. La formule d’Itô appliqué à e≠rtV (Xt) donne

e≠rtVLú(Xt) = VLú(x) +
⁄ t

0
e≠ru‡XuV Õ

Lú(Xu)dWu +
⁄ t

0
e≠ru(DVLú ≠ rVLú)(Xu)1{Xu ”=Lú}du. (3.20)

Comme DVLú ≠ rVLú 6 0 et P [Xu = Lú] = 0 pour tout u on a

e≠rtVLú(Xt) 6 VLú(x) + Mt,

où (Mt)t>0 est la martingale locale continue définie par

Mt =
⁄ t

0
e≠ru‡XuV Õ

Lú(Xu)dWu. (3.21)

Pour tout temps d’arrêt · œ T0, on a

e≠r(··n)(K ≠ X··n)+ 6 e≠r(··n)VLú(x··n) 6 VLú(x) + M··n.

En prenant l’espérance et en faisant tendre n æ Œ on obtient par Fatou (ou convergence dominée)

E
#
e≠r· (K ≠ X· )+

$ 6 VLú(x)

et en prenant le sup sur tous les temps d’arrêts · œ T0 on conclut que V 6 VLú .
Pour prouver l’inégalité inverse on utilise (3.20) avec DVLú ≠ rVLú = 0 sur x > Lú ce qui donne

e≠r·Lú VLú(X·Lú ) = VLú(x) +
⁄ ·ú

L

0
e≠ru‡XuV Õ

Lú(Xu)dWu. (3.22)

En localisant la martingale et en utilisant VLú(X·Lú ) = (K≠X·ú
L
)+ on obtient par convergence dominée

E
#
e≠r·Lú (K ≠ X·Lú )+

$
= VLú(x).

Ainsi ·Lú est optimal et VLú = VL.

3.2.2 Put à horizon fini
On considère le problème du put américain d’horizon T dont la fonction valeur est donnée par

V (t, x) = sup
·œT T ≠t

0

E

Ë
e≠r· (K ≠ Xx

· )+
È

(3.23)

A partir de maintenant on note VŒ la fonction valeur du put américain perpétuel et Lú
Œ le niveau

optimal associé défini dans (3.17). Alors il est clair que V (t, x) 6 VŒ(x) pour tout x > 0.
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Proposition 3.2.1 La fonction de prix V définie en (3.23) vérifie les propriétés suivantes

1. V (t, x) = sup
·œT 1

0

E

C

e≠r(T ≠t)·
3

K ≠ xe(r≠ ‡2
2 )(T ≠t)·+‡

Ô
T ≠tW·

4

+

D

,

2. ’0 6 s < t 6 T , ’x > 0, ÷C > 0, 0 6 V (s, x) ≠ V (t, x) 6 C(
Ô

T ≠ t ≠
Ô

T ≠ s),
3. ’0 6 t 6 T , ’0 < x < y 6 K, 0 6 V (t, x) ≠ V (t, y) 6 (y ≠ x).

On déduit aisément des propriétés 2. et 3. que la fonction valeur V est continue sur [0, T ] ◊ R+.

Preuve On prouve 1. en utilisant la propriété de scaling du mouvement brownien i.e. (Ws(T ≠t))06s61
a même loi que (

Ô
T ≠ tWs)06s61.

Soit x > 0 et 0 6 s < t 6 T . Pour prouver 2. on a par décroissance (évidente) de la fonction
t ‘æ V (t, x) que V (s, x) ≠ V (t, x) > 0. D’autre part, on a

V (s, x) ≠ V (t, x) 6 sup
·œT 1

0

E

5
e≠r(T ≠s)·

3
K ≠ xe(r≠ ‡2

2 )(T ≠s)·+‡
Ô

T ≠sW·

4

+

≠ e≠r(T ≠t)·
3

K ≠ xe(r≠ ‡2
2 )(T ≠t)·+‡

Ô
T ≠tW·

4

+

6

En utilisant e≠r(T ≠s)· 6 e≠r(T ≠t)· 6 1 et (K ≠ y)+ ≠ (K ≠ z)+ 6 (z ≠ y)+ pour tout y, z œ R on
obtient

V (s, x) ≠ V (t, x) 6 x sup
·œT 1

0

E

53
e(r≠ ‡2

2 )(T ≠t)·+‡
Ô

T ≠tW· ≠ e(r≠ ‡2
2 )(T ≠s)·+‡

Ô
T ≠sW·

4

+

6

6 x sup
·œT 1

0

E

5
e(r≠ ‡2

2 )(T ≠t)·+‡
Ô

T ≠tW·

3
1 ≠ e(r≠ ‡2

2 )(t≠s)·+‡
Ô

t≠sW·

4

+

6

6 x sup
·œT 1

0

E

5
e(r≠ ‡2

2 )(T ≠t)·+‡
Ô

T ≠tW·
1
(r ≠ ‡2

2 )(t ≠ s)· + ‡(
Ô

T ≠ t ≠
Ô

T ≠ s)W·

2

≠

6
,

(car (1 ≠ ex)+ 6 x≠ = max(0, ≠x)) d’où le résultat.
Le point 3. se prouve de façon similaire. Soit t œ [0, T ] et 0 < x < y 6 K. Alors il est clair que

V (t, x) ≠ V (t, y) > 0 et comme (K ≠ y)+ ≠ (K ≠ z)+ 6 (z ≠ y)+

V (t, x) ≠ V (t, y) 6 sup
·œT 1

0

E

5
e≠r(T ≠t)·

3
(y ≠ x)e(r≠ ‡2

2 )(T ≠t)·+‡
Ô

T ≠tW·

46

6 (y ≠ x),

car E

5
e≠ ‡2

2 (T ≠t)·+‡
Ô

T ≠tW·

6
= 1.

On définit la région de continuation

C =
)
(t, x) œ [0, T [◊R

ú
+, V (t, x) > (K ≠ x)+

*
,

et la région d’arrêt
D =

)
(t, x) œ [0, T ] ◊ R

ú
+, V (t, x) = (K ≠ x)+

*
.

De façon similaire à (3.19) on définit pour tout t œ [0, T [ le point de décolement

Lú(t) = inf {x œ R+, V (t, x) > (K ≠ x)+} . (3.24)

La valeur Lú(t) est appelée prix critique en t. Il est clair que la fonction Lú est positive, croissante, que
Lú(t) < K avec limtæT Lú(t) = K. De plus, comme V (t, x) 6 VŒ(x) on a Lú(t) > Lú

Œ (prix critique
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du put perpétuel (3.19)). Il est important de noter que la fonction t æ Lú(t) définit une frontière au
sens où

C =
)
(t, x) œ [0, T [◊R

ú
+, x > Lú(t)

*
,

et D =
)
(t, x) œ [0, T [◊R

ú
+, x 6 Lú(t)

*
fi {(T, K)} .

En e�et, si x 6 Lú(t) alors V (t, x) 6 (K ≠ x)+ or on sait que V vérifie V (t, x) > (K ≠ x)+ pour
tout (t, x) et donc si x 6 Lú(t) alors V (t, x) = (K ≠ x)+. D’autre part, par continuité de la fonction
V on a V (t, Lú(t)) = (K ≠ Lú(t)) pour tout t œ [0, T [. Supposons qu’il existe a œ]Lú(t), K[ tel que
V (t, a) = K ≠ a. Alors comme x ‘æ V (t, x) est convexe et que V (t, x) > K ≠ x on en déduit que
V (t, x) = K ≠ x pour tout x œ]Lú(t), a[ ce qui contredit la définition de Lú(t).

Proposition 3.2.2 Pour tout t œ]0, T [, la fonction x ‘æ V (t, x) vérifie la condition de smooth fit,

c’est à dire est C 1
en Lú(t).

Preuve Soit x = Lú(t) alors x < K et (t, x) œ D. Tout d’abord il est clair que ˆ≠V (t,x)
ˆx = ≠1. D’autre

part on considère Á > 0 tel que x + Á < K et on a

V (t, x + Á) ≠ V (t, x)
Á

> (K ≠ (x + Á))+ ≠ (K ≠ x)+
Á

= ≠1,

d’où en prenant la limite en Á vers 0 on obtient ˆ+V
ˆx (t, x) > ≠1.

ATTENTION. En utilisant la propriété 3. de la proposition 3.2.1 on a aussi

V (t, x + Á) ≠ V (t, x)
Á

> ≠1,

et donc ˆ+V
ˆx (t, x) > ≠1... pour obtenir l’inégalité inverse il faut ra�ner un peu la propriété 3. Soit

t œ [0, T ] fixé et 0 < x < y < K. On pose Ms = e≠ ‡2
2 (T ≠t)s+‡

Ô
T ≠tWs et ·y œ T 1

0 qui réalise le sup
dans V (t, y). Alors

V (t, y) ≠ V (t, x) 6 E

Ë
e≠r(T ≠t)·y

1
(K ≠ yX1

·y
)+ ≠ (K ≠ xX1

·y
)+

2È
,

6 E

5
e≠r(T ≠t)·y

1
(K ≠ yX1

·y
)+ ≠ (K ≠ xX1

·y
)+

2
1)

yX1
·y <K

*
6

,

6 (x ≠ y)E
5
M·y 1)

yX1
·y <K

*
6

.

On applique donc ce résultat avec y = x+Á < K et on prouve que limÁæ0 ·x+Á = ·x = 0 (car x = Lú(t)
ce qui implique limÁæ0 M·x+Á1)

(x+Á)X1
·x+Á

<K
* = 1 p.s. et par suite

lim
Áæ0

V (t, x + Á) ≠ V (t, x)
Á

6 ≠1.

Proposition 3.2.3 (prime d’exercice anticipé) Soit Ve(t, x) = E

Ë
e≠r(T ≠t)(K ≠ X(t,x)

T )+
È

la fonc-

tion de prix du put européen (de maturité T et strike K). Alors on a

V (t, x) = Ve(t, x) +
⁄ T ≠t

0
rKe≠ru

P

Ë
X(t,x)

u 6 Lú(t + u)
È

du, (3.25)

= Ve(t, x) +
⁄ T ≠t

0
rKe≠ruN (d(x, t, u))) du, (3.26)

avec d(x, t, u) = 1
‡

Ô
u

1
log(Lú(t + u)/x) ≠ (r ≠ ‡2

2 )u
2
.
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Preuve On prouve le cas t = 0. On sait que dans la région de continuation C la fonction V vérifie

DV ≠ rV = 0 sur C = {(t, x), x > Lú(t)}

et sur la région d’arrêt D, V (t, x) = (K ≠ x)+. Soit t œ]0, T [ fixé. Par la condition de smooth fit on
sait que x ‘æ V (t, x) est C 1 et par la formule d’Itô on a

e≠rtV (t, Xx
t ) = V (0, x) +

⁄ t

0
e≠ru‡Xx

u
ˆV

ˆx
(u, Xx

u)dWu +
⁄ t

0
e≠ru(DV ≠ rV )(u, Xx

u)1{Xx
u6Lú(u)}du.

Dans la région d’arrêt D = {(t, x), x 6 Lú(t)} on a V (t, x) = (K ≠ x)+ donc DV ≠ rV = ≠rK donc

e≠rtV (t, Xx
t ) = V (0, x) +

⁄ t

0
e≠ru‡Xx

u
ˆV

ˆx
(u, Xx

u)dWu ≠ rK
⁄ t

0
e≠ru

1{Xx
u6Lú(u)}du. (3.27)

Cette expression fournit une formulation explicite de la décomposition de Doob-Meyer de la surmar-
tingale (e≠rtV (t, Xt))06t6T .

En faisant tendre t æ T et en prenant l’espérance on obtient de (3.27) la relation

E

Ë
e≠rT V (T, Xx

T )
È

= V (0, x) ≠ rK
⁄ T

0
e≠ru

P [Xx
u 6 Lú(u)] du,

d’où le résultat (3.25) en t = 0 en notant que V (T, x) = (K ≠ x)+.
On obtient la formule (3.26) (pour t = 0) en utilisant le fait que Xx

u est une loi log-normale et
donc que

P [Xx
u 6 Lú(u)] = P [G 6 d(x, u)] avec d(x, u) = 1

‡
Ô

u

A

log(Lú(u)/x) ≠ (r ≠ ‡2

2 )u
B

,

où G ≥ N (0, 1).

Si on applique le résultat (3.26) en un point (t, x) = (t, Lú(t)) de la région d’arrêt on obtient

K ≠ Lú(t) = Ve(t, Lú(t)) + rK
⁄ T ≠t

0
e≠rud(Lú(t), t, u)du (3.28)

ce qui caractérise la frontière t æ Lú(t) comme solution de l’équation (3.28) appelée équation de la
frontière libre (équation non linéaire de Volterra du second type). On a le théorème suivant (qui est
admis, cf [PS06] Theorem 25.3 p.386).

Théorème 3.2.3 La frontière optimal dans le problème du put américain est l’unique solution de

l’équation de la frontière libre (3.28) dans la classe des fonctions L : [0, T ] æ R continues croissantes

telles que 0 < L(t) < K pour tout 0 < t < T .
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