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Exercice 1 (Arrêt optimal):
On considère un espace de probabilité (Ω,A,P) et une filtration à temps discret (Fn)n=0,...,N .
Sur cet espace filtré on considère une chaine de Markov inhomogène (Xn)n=0,...,N à valeurs
dans Rd

+ (d grand) de condition initiale déterministe X0 = x0 ∈ Rd
+, et de noyau de transition

défini à l’instant n = 1, . . . , N par Pn(x,A) = P[Xn ∈ A|Xn−1 = x] pour A ∈ B(Rd).
On suppose que (Xn)n=0,...,N est une martingale sous P et on considère un produit dérivé
américain (Zn = φn(Xn))n=0,...,N que l’on peut exercer à toute date n. On suppose φn : Rd

+ →
[0, K] (K constante déterministe) c’est à dire Zn ∈ [0, K].

Soit T0 l’ensemble des temps d’arrêts à valeur dans {0, . . . , N}. On veut résoudre V0 =
supτ∈T0 E[Zτ ] et déterminer τ ∗ qui réalise ce supremum.

1. Donner la relation de récurrence rétrogradre sur la suite des fonctions valeurs (Vn)n=0,...,N

qui permettent de calculer (théoriquement) le point V0(x0) = V0. Cette relation fait in-
tervenir le noyau de transition de la chaine (Xn)n=0,...,N .

On introduit le processus (Sn)n=0,...,N défini par Sn = Vn(Xn) et le temps d’arrêt τn =
min{k ≥ n, Sk = φk(Xk)}.

2. Que peut-on dire du processus (Sn)n=0,...,N ?
3. On définit la fonction de continuation en n = N par CN = 0, et en n = 0, . . . , N − 1

par Cn(x) = Pn+1Vn+1(x). Donner l’argument qui permet de justifier la représentation

Cn(x) = E
[
Zτn+1|Xn = x

]
.

4. En déduire que les variables aléatoires (τn)n=0,...,N vérifient la relation de récurrence{
τN = N,

τn = nBn + τn+1

(
1−Bn

)
n = N − 1, . . . , 0

avec Bn = 1Zn≥E[Zτn+1 |Xn],

et que V0(x0) = E[Zτ0 ] = max
(
φ0(x0),E[Zτ1 ]

)
.

5. Ecrire précisément l’algorithme de Longstaff-Schwartz vu en cours pour construire une
approximation des temps d’arrêts τ

(j)
n , 1 ≤ j ≤ M à partir d’un jeu de trajectoires

(X
(j)
n )n∈{0,...,N}, 1 ≤ j ≤ M . En déduire un estimateur de V0 et discuter sur les erreurs

en jeu.
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Exercice 2 (Arbitrage épargne/consommation):
On considère donc le modèle markovien contrôlé suivant : X0 = x0 > 0 et

Xn+1 = Xn + YnXn(1− Un), n ≥ 1 ,

où Un ∈ [0, 1]. Les Yn, n ≥ 1, forment une suite de variables aléatoires IID à valeurs dans R∗
+

et d’espérance finie notée θ. Le processus (Xn)n représente l’évolution, au cours du temps,
d’une certaine fortune, et UnXn représente la somme dépensée à l’instant n.

On cherche à optimiser la somme dépensée : on désire donc maximiser

E
[N−1∑

k=0

XnUn

]
.

1. Définir le modèle markovien contrôlé sous-jacent.
2. Donner la fonction JN et écrire les équations de programmation dynamique reliant Jn

et Jn+1.
3. Montrer qu’il existe des réels ρN , . . . , ρ0 tels que pour tout n = N, . . . , 0, pour tout

x ≥ 0,
Jn(x) = ρnx.

Donner la relation de récurrence satisfaite par les ρn ainsi que les valeurs des contrôles
optimaux.

4. Montrer qu’il existe une unique K ∈ {0, . . . , N} tel que les contrôles optimaux sont
donnés par pour tout n < K,

Un = 0 si n < K et Un = 1 si n ≥ K.

Interpréter.
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